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CHÆÅNG 1 
SAI SÄÚ 

1.1 SAI SÄÚ TUYÃÛT ÂÄÚI VAÌ SAI SÄÚ TÆÅNG ÂÄÚI 
1.1.1 Sai säú tuyãût âäúi 

Trong tênh toaïn gáön âuïng chuïng ta laìm viãûc våïi caïc giaï trë gáön âuïng cuía 
caïc âaûi læåüng . Vç váûy váún âãö træåïc tiãn laì nghiãn cæïu sai säú cuía caïc âaûi læåüng 
gáön âuïng. 

Xeït âaûi læåüng âuïng A coï giaï trë gáön âuïng laì a. Luïc âoï ta noïi “ a xáúp xè A” 
vaì viãút laì “ a ≈ A “. Trë tuyãût âäúi | a - A| goüi laì sai säú tuyãût âäúi cuía a ( coi laì giaï 
trë gáön âuïng cuía A). Noïi chung chuïng ta khäng thãø biãút âæåüc säú âuïng A, nãn 
khäng khäng tênh âæåüc sai säú tuyãût âäúi cuía a. Do váûy ta phaíi tçm caïch æåïc læåüng 
sai säú âoï bàòng säú dæång ∆a naìo âoï låïn hån hoàûc bàòng |a - A| : 

|a - A| ≤ ∆a      (1-1) 
Säú dæång ∆a naìy goüi laì sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn cuía a. Roî raìng nãúu ∆a âaî laì 

sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn cuía a thç moüi säú ∆’ > ∆a âãöu coï thãø xem laì sai säú tuyãût 
âäúi giåïi haûn cuía a. Vç váûy tuìy âiãöu kiãûn cuû thãø ngæåìi ta choün ∆a laì säú dæång beï 
nháút coï thãø âæåüc thoía maîn (1-1). 

Nãúu säú xáúp xè a cuía A coï sai säú giåïi haûn laì ∆a thç ta qui æåïc viãút : 
    A = a ± ∆a      (1-2) 

Våïi nghéa cuía (1-1) tæïc laì : 
    a - ∆a ≤ A ≤ a + ∆a     (1-3) 
1.1.2 Sai säú tæång âäúi  

Tyí säú : 

a
a

a
∆

=δ      (1-4) 

goüi laì sai säú tæång âäúi giåïi haûn cuía a 
 Ta suy ra :     ∆a = |a| δa     (1-5) 
Caïc cäng thæïc (1-4) vaì (1-5) cho ta liãn hãû giæîa sai säú tæång âäúi vaì sai säú tuyãût 
âäúi. Biãút ∆a thç (1-4) cho pheïp tênh  δa , biãút δa thç (1-5) cho pheïp tênh ∆a . 
 Do (1-5) nãn (1-2) cuîng coï thãø viãút : 
   A = a(1 ± δa)     (1-6) 
 Trong thæûc tãú ngæåìi ta xem ∆a laì sai säú tuyãût âäúi vaì luïc âoï δa cuîng laì sai 
säú tæång âäúi. 
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1.1.3 Chuï thêch  
  Sai säú tuyãût âäúi khäng noïi nãn âáöy âuí cháút læåüng cuía mäüt säú xáúp xè, cháút 
læåüng áúy âæåüc phaín aính qua sai säú tæång âäúi. Láúy thê duû : âo hai chiãöu daìi A vaì 
B âæåüc a = 10m våïi ∆a = 0,05m vaì b = 2m våïi ∆b= 0,05m. Roî raìng pheïp âo A 
cháút læåüng hån pheïp âo B. Âiãöu âoï khäng phaín aính qua sai säú tuyãût âäúi vç chuïng 
bàòng nhau, maì phaín aính qua sai säú tæång âäúi : 
   025,0

2
05,0005,0

10
05,0

==<== ba δδ  

1.2 CAÏCH VIÃÚT SÄÚ XÁÚP XÈ 
1.2.1. Chæî säú coï nghéa 
 Mäüt säú viãút åí daûng tháûp phán coï thãø gäöm nhiãöu chæî säú, nhæng ta chè kãø 
caïc chæî säú tæì  chæî säú khaïc 0 âáöu tiãn tênh tæì traïi sang phaíi laì chæî säú coï nghéa. 
Chàóng haûn säú 2,74 coï ba chæî säú coï nghéa, säú 0,0207 cuîng coï ba chæî säú coï nghéa. 
1.2.2. Chæî säú âaïng tin 
 Moüi säú tháûp phán âãöu coï daûng : 

∑±= s
sa 10α     (1.7) 

trong âoï αs laì nhæîng säú nguyãn tæì  0 âãún 9, chàóng haûn säú 76,809 âæåüc viãút   
76,809 = 7.101 + 6.100 + 8.10-1 + 0.10-2 + 9.10-3

tæïc laì coï daûng (1.7) våïi : 
  α1= 7, α2 = 6, α-1 = 8,  α-2 =0,  α-3 = 9 
 Giaí sæí a laì giaï trë xáúp xè cuía A våïi sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn ∆a, ta chuï yï 
chæî säú αs . Nãúu ∆a ≤ 0,5.10s thç noïi αs laì chæî säú âaïng tin, nãúu ∆a ≥ 0,5.10s thç noïi 
αs laì chæî säú âaïng nghi. 
 Thê duû : Cho a = 56,78932 våïi ∆a = 0,0042 thç caïc chæî säú 5,6,7,8 laì âaïng 
tin coìn caïc chæî säú 9,3,2 laì âaïng nghi. Coìn nãúu ∆a = 0,0075 thç caïc chæî säú 5,6,7 laì 
âaïng tin coìn caïc chæî säú 8,9,3,2 laì âaïng nghi. 
 Roî raìng nãúu αs laì âaïng tin thç caïc chæî säú bãn traïi noï cuîng laì âaïng tin vaì 
nãúu αs laì âaïng nghi thç caïc chæî säú bãn phaíi noï cuîng laì âaïng nghi. 
1.2.3. Caïch viãút säú xáúp xè 
 Cho säú a laì giaï trë xáúp xè cuía A våïi sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn laì ∆a. Coï hai 
caïch viãút säú xáúp xè a; caïch thæï nháút laì viãút keìm theo sai säú nhæ åí cäng thæïc (1-2) 
hoàûc (1-6). Caïch thæï hai laì viãút theo qui æåïc : moüi chæî säú coï nghéa laì âaïng tin. 
Mäüt säú viãút theo caïch thæï hai coï nghéa laì noï coï sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn khäng 
låïn hån mäüt næía âån vë åí haìng cuäúi cuìng. Caïc baíng säú cho sàôn nhæ baíng 
logarit,v.v.. thæåìng viãút caïc säú xáúp xè theo quy æåïc naìy. 
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1.3. SAI SÄÚ QUI TROÌN 
1.3.1 Hiãûn tæåüng qui troìn vaì sai säú qui troìn 
 Trong tênh toaïn khi gàûp mäüt säú coï quaï nhiãöu chæî säú âaïng nghi ngæåìi ta boí 
âi mäüt vaìi chæî säú åí cuäúi cho goün, viãûc laìm âoï âæåüc coi laì qui troìn säú. Mäùi khi 
qui troìn mäüt säú thç taûo ra mäüt sai säú måïi goüi laì sai säú qui troìn noï bàòng hiãûu giæîa 
säú âaî qui troìn våïi säú chæa qui troìn. Trë tuyãût âäúi cuía cuía hiãûu âoï goüi laì sai säú qui 
troìn tuyãût âäúi. Qui tàõc qui troìn phaíi choün sao cho sai säú qui troìn tuyãût âäúi caìng 
beï caìng täút, ta choün qui tàõc sau âáy : Qui troìn sao cho sai säú qui troìn tuyãût âäúi 
khäng låïn hån mäüt næía âån vë åí haìng âæåüc giæî laûi cuäúi cuìng, tæïc laì 5 âån vë åí 
haìng boí âi âáöu tiãn, cuû thãø laì nãúu chæî säú åí haìng boí âi âáöu tiãn ≥ 5 thç thãm vaìo 
chæî säú giæî laûi cuäúi cuìng mäüt âån vë, coìn nãúu chæî säú boí âi âáöu tiãn < 5 thç âãø 
nguyãn chæî säú giæî laûi cuäúi cuìng. 
 Thê duû : säú 56,78932 qui troìn âãún säú chæî säú leí tháûp phán thæï ba ( tæïc laì giæî 
laûi caïc chæî säú tæì âáöu âãún chæî säú leí tháûp phán thæï ba) seî thaình säú 56,789; cuîng säú 
âoï qui troìn âãún säú leí tháûp phán thæï hai seî laì 56,79 vaì nãúu qui troìn âãún ba chæî säú 
coï nghéa thç seî laì 56,8. 
1.3.2 Sai säú cuía säú âaî quy troìn 
Giaí sæí a laì säú xáúp xè cuía säú âuïng A våïi sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn laì ∆a. Ta seî quy 
troìn a thaình a’ våïi sai säú quy troìn tuyãût âäúi laì θa’, tæïc laì : 
    | a’ - a | ≤ θa      (1 - 8) 
Haîy tênh sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn ∆a’ cuía a’. Ta coï: 
  a’ - A =  a’ - a + a - A  
Do váûy : 
  | a’ - a |  ≤  | a’ - a | + | a - A | ≤ θa’ + ∆a

Tæì âoï coï thãø láúy:  
   ∆a’ = ∆a + θa’      (1 - 9)  
Roî raìng ∆a’ > ∆a tæïc laì viãûc quy troìn säú laìm tàng sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn. 
1.3.3 Aính hæåíng cuía sai säú quy troìn 
Xeït mäüt thê duû sau âáy: 
Aïp duûng cäng thæïc nhë thæïc Niuton ta coï cäng thæïc âuïng : 
  223783363)12( 10 −=−      (1 - 10) 
Våïi    ...41421356,12 =  

Báy giåì ta tênh hai vãú cuía (1-10) bàòng caïch thay 2  båíi caïc säú quy troìn 
(xem baíng 1-1). Sæû khaïc biãût giæîa caïc giaï trë tênh ra cuía hai vãú chæïng to sai säú 
quy troìn coï thãø coï nhæîng taïc duûng ráút âaïng ngaûi trong quaï trçnh tênh toaïn. 
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Baíng 1-1 
2  Vãú traïi Vãú phaíi 

1,4 
1,41 
1,414 
1,41421 
1,414213563 

0,0001048576 
0,00013422659 
0,000147912 
0,00014866399 
0,00014867678 

33,8 
10,02 
0,508 
0,00862 
0,0001472 

 
1.4   CAÏC QUY TÀÕC TÊNH SAI SÄÚ 
1.4.1 Måí âáöu 
Xeït haìm säú u cuía hai biãún säú x vaì y : 
    u = f(x,y)     (1-11) 
Âaî biãút sai säú cuía x vaì y, haîy tênh sai säú cuía u. 
ÅÍ âáy læu yï ∆x , ∆y ,∆u laì kyï hiãûu caïc gia säú cuía x, y, u laûi cuîng laì kê hiãûu caïc sai 
säú tuyãût âäúi cuía x, y, u. Theo âënh nghéa (1-1) ta luän coï: 
  |∆x| ≤ ∆x ; |∆y| ≤ ∆y      (1-12) 
Ta phaíi tçm ∆u âãø coï |∆u| ≤ ∆u

1.4.2 Sai säú cuía täøng u = x + y 
Ta coï  ∆u = ∆x + ∆y suy ra |∆u| = |∆x| + |∆y| do âoï theo (1-12) ta coï: 
    |∆u| ≤ ∆x + ∆y  
Ta choün  ∆x+y = ∆x + ∆y      (1-13) 
Âãø coï |∆u| ≤ ∆u . Váûy coï quy tàõc sau: 
Sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn cuía mäüt täøng bàòng täøng caïc sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn 
cuía caïc säú haûng. 
 Chuï yï : Xeït træåìng håüp u = x - y våïi x vaì y cuìng dáúu. Khi âoï  

    
|||| yxu
yxu

u −

∆+∆
=

∆
=δ  

Cho nãn nãúu |x - y| ráút beï thç sai säú tæång âäúi giåïi haûn ráút låïn. Do váûy trong quaï 
trçnh tênh toaïn ta phaíi tçm caïch traïnh phaíi træì caïc säú gáön bàòng nhau. 
1.4.3 Sai säú cuía têch u = xy 

Ta coï  ∆u ≈ du = ydx + xdy ≈ y∆x +x∆y

|∆u| ≤ |y||∆x| + |x||∆y|≤ |y|∆x + |x|∆y   
Ta suy ra :  |∆u| = |y|∆x + |x|∆y

Do âoï :
||||||

|||||
|| yxxy

xy
u

yxyxu
u

∆
+

∆
=

∆+∆
=

∆
=δ  
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Tæïc laì coï yxxy δδ +=∆       (1-14) 
Váûy ta coï quy tàõc : 

Sai säú tæång âäúi giåïi haûn cuía mäüt têch bàòng täøng caïc sai säú tæång âäúi giåïi 
haûn cuía caïc thæìa säú cuía têch. Âàûc biãût coï: 

yx nn δδ =  våïi n nguyãn dæång.   (1-15) 
1.4.4 Sai säú cuía mäüt thæång u = x/y, y ≠ 0; 
Tæång tæû nhæ træåìng håüp têch ta coï quy tàõc: 
Sai säú tæång âäúi cuía mäüt thæång bàòng täøng caïc sai säú tæång âäúi cuía caïc säú 
haûng: 
  δx/y = δx + δy       (1-16) 
1.4.5 Cäng thæïc täøng quaït  
  Cho u = f(x1,x2,x3,..,xn) 
Ta coï   ∑

=

∆
∂
∂

=∆
n

i
x

i
u ix

f
1

||       (1-17) 

Vaì tæì âoï ta suy ra δu theo âënh nghéa (1.4). 
 Thê duû : Tênh sai säú tuyãût âäúi giåïi haûn vaì sai säú tæång âäúi giåïi haûn cuía thãø 
têch hçnh cáöu: 
   3

6
1 dV π=  

nãúu cho âæåìng kênh d = 3,7 ± 0,05 cm vaì π = 3,14. 
Giaíi : Xem π vaì d laì âäúi säú cuía haìm V, theo (1-14) vaì (1-15) ta coï : 
  δV = δπ + 3δd

 δπ = 0,0016/3,14 = 0,0005 
 δd = 0,05/3,7 = 0,0135 
Suy ra δV = 0,0005 + 3x 0,0135 = 0,04 
Màût khaïc: 3

6
1 dV π= =26,5 cm3

Váûy coï  ∆V = 26,5x0,04 = 1,06 ≈ 1,1 cm3

  V = 26,5 ± 1,1 cm3  
1.5 - SAI SÄÚ TÊNH TOAÏN VAÌ SAI SÄÚ PHÆÅNG PHAÏP 
1.5.1. Måí âáöu 
Khi giaíi gáön âuïng mäüt baìi toaïn phæïc taûp ta phaíi thay baìi toaïn âaî cho bàòng mäüt 
baìi toaïn âån giaín hån âãø coï thãø giaíi âæåüc bàòng caïc pheïp toaïn thäng thæåìng hoàûc 
nhåì maïy tênh âiãûn tæí. Phæång phaïp thay thãú baìi toaïn nhæ váûy âæåüc goüi laì phæång 
phaïp gáön âuïng. Sai säú do thay âäøi baìi toaïn âæåüc goüi laì sai säú phæång phaïp. Khi 
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giaíi caïc baìi toaïn âån giaín ta phaíi thæûc hiãûn caïc pheïp tênh, trong quaï trçnh tênh 
toaïn áúy ta luän phaíi quy troìn caïc kãút quaí trung gian. Sai säú taûo ra båïi viãûc quy 
troìn goüi laì sai säú tênh toaïn. Sai säú thæûc sæû cuía baìi toaïn ban âáöu laì täøng håüp cuía 
hai loaûi sai säú phæång phaïp vaì sai säú tênh toaïn. 
1.5.2. Thê duû 
a/ Haîy tênh täøng: 
 .

6
1

5
1

4
1

3
1

2
1

1
1

333333 −+−+−=A  

Giaíi : A laì täøng cuía 6 phán säú. Ta coï thãø tênh træûc tiãúp A maì khäng cáön phaíi thay 
noï bàòng mäüt täøng âån giaín hån. Vç váûy baìi toaïn khäng coï sai säú phæång phaïp. 
Âãø tênh A ta haîy thæûc hiãûn caïc pheïp chia âãún ba chæî säú leí tháûp phán vaì âaïnh giaï 
caïc sai säú quy troìn tæång æïng: 
 000,1

1
1

1
1
3 ==     våïi θ1 = 0 

 

4
63

53

4
43

4
33

23

10.4125,0
216
1

6
1

0008,0
125

1
5
1

10.4016,0
64
1

4
1

10.1037,0
27
1

3
1

0125,0
8
1

2
1

−

−

−

===

===

===

===

===

θ

θ

θ

θ

θ

  

Váûy A ≈ a = 1,000 - 0,125 + 0,037 - 0,016 + 0,008 - 0,005 = 0,899 
 |A - a | =  

|)005,0
6
1()008,0

5
1()016,0

4
1()037,0

3
1()125,0

2
1()1

1
1(| 333333 −−−+−−−+−−−  

Hay |A - a| ≤  
|)005,0

6
1()008,0

5
1()016,0

4
1()037,0

3
1()125,0

2
1()1

1
1(| 333333 −−−+−−−+−−− ≤ 

θ1 +  θ2 +  θ3 +  θ4 +  θ5 +  θ6  = 9.10-4 

Do âoï a = 0,899 laì giaï trë gáön âuïng cuía A våïi sai säú tênh toaïn laì 9.10-4; ta viãút : 
  A = 0,899 ±  9.10-4      (1-18) 
b/ Haîy tênh täøng daîy säú sau: 

...1)1(...
3
1

2
1

1
1

3
1

333 +−+−+−= −

n
B n  

Våïi sai säú tuyãût âäúi khäng væåüt quaï 5.10-3. 
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Giaíi: Vãú phaíi cuía B laì mäüt chuäùi âan dáúu häüi tuû. Do âoï viãûc tênh B laì håüp lyï. 
Nhæng vãú phaíi laì mäüt täøng vä haûn caïc säú haûng, ta khäng thãø tênh hãút âæåüc. Vç 
váûy âãø tênh B ta phaíi sæí duûng phæång phaïp gáön âuïng, chàóng haûn ta chè tênh B 
bàòng täøng cuía n säú haûng âáöu: 

  3
1

333

1)1(...
3
1

2
1

1
1

n
B n

n
−−+−+−=  

Baìi toaïn tênh Bn âån giaín hån baìi toaïn tênh B. Luïc âoï |B-Bn| laì sai säú phæång 
phaïp, váún âãö laì phaíi choün n sao cho täøng sai säú phæång phaïp cäüng våïi sai säú tênh 
toaïn phaíi nhoí hån 5.10-3.  
Theo lyï thuyãút vãö chuäùi âan dáúu, ta coï: 
 333 )1(

1|...
)2(

1
)1(

1|||
+

<+
+

−
+

=−
nnn

BB n   

Nãúu ta choün n = 6 thç tháúy : 
 3

3 10.3
343
1

7
1|| <=<− nBB  

Chuï yï ràòng B6 = A ta âaî tênh åí thê duû trãn (xem (1-18)). 
 B6 = A = 0,899 ± 9.10-4

Váûy ta coï: 
 B - 0,899 = B - B6 + A - 0,899 
        |B - 0,899| ≤ |B - B6| + |A - 0,899| 
        |B - 0,899| ≤ 3.10-3 + 9.10-4 < 4.10-4

Váûy ta âaî tênh âæåüc B ≈ 0,899 våïi sai säú tuyãût âäúi khäng væåüt quaï 4.10-3: 
 B = 0,899 ± 4.10-3

Chuï yï :Trong sai säú täøng håüp cuäúi cuìng coï pháön cuía sai säú phæång phaïp 
vaì coï pháön cuía sai säú tênh toaïn, nãn ta phaíi phán bäú håüp lyï sao cho sai säú cuäúi 
cuìng nhoí hån sai säú cho pheïp. 
1.6 . SÆÛ ÄØN ÂËNH CUÍA MÄÜT QUAÏ TRÇNH TÊNH 
Xeït mäüt quaï trçnh tênh vä haûn âãø tênh mäüt âaûi læåüng naìo âoï. Ta noïi quaï trçnh tênh 
laì äøn âënh nãúu sai säú tênh toaïn tæïc laì caïc sai säú quy troìn têch luîy laûi khäng tàng 
vä haûn; Nãúu sai säú âoï tàng vä haûn thç ta noïi quaï trçnh tênh laì khäng äøn âënh. 
Nhæ váûy nãúu quaï trçnh tênh laì khäng äøn âënh thç khäng coï hy voüng tênh âæåüc âaûi 
læåüng cáön tênh våïi sai säú nhoí hån sai säú cho pheïp. Âãø kiãøm tra tênh äøn âënh cuía 
mäüt quaï trçnh tênh thæåìng ngæåìi ta giaí sæí sai säú chè xaíy ra taûi mäüt bæåïc, sau âoï 
caïc pheïp tênh âãöu laìm âuïng khäng coï sai säú, nãúu cuäúi cuìng sai säú tênh toaïn 
khäng tàng vä haûn thç xem nhæ quaï trçnh tênh laì äøn âënh. Trong thæûc tãú, màûc duì 
quaï trçnh tênh laì vä haûn maì ta cuîng chè laìm mäüt säú hæîu haûn bæåïc, nhæng váùn 
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phaíi âoìi hoíi quaï trçnh tênh äøn âënh måïi hy voüng våïi mäüt säú hæîu haûn bæåïc coï thãø 
âaût âæåüc mæïc âäü chênh xaïc mong muäún. 
 

BAÌI TÁÛP 
1) Khi âo mäüt goïc ta âæåüc caïc giaï trë sau : 

a = 21o37’3’’;   b = 1o10’’ 
 Haîy tênh sai säú tæång âäúi cuía caïc säú xáúp xè âoï biãút ràòng sai säú tuyãût âäúi 
trong caïc pheïp âo laì 1o. 
2) Cho a = 10,00 ± 0,05, b = 0,0356 ± 0.0002, c = 15300 ± 100,  
d = 62000 ± 500 Tçm sai säú tuyãût âäúi cuía S1 = a + b + c + d; S2 = a+ 5c - d. 
S3 = c3. 

3) Haîy xaïc âënh caïc chæî säú âaïng tin cuía säú a biãút sai säú tæång âäúi cuía noï : 
  *  a = 1,8921  δa = 0,001 
  *  a = 22,351 δa = 0,1 
4) Haîy xaïc âënh caïc chæî säú âaïng tin cuía säú a biãút sai säú tuyãût âäúi cuía noï : 
  * a = 0,3941  ∆a = 0,0025 
  * a = 38,2543 ∆a = 0,0027 
5) Haîy quy troìn caïc säú âuïng dæåïi âáy våïi ba chæî säú coï nghéa âaïng tin räöi xaïc 
âënh sai säú tuyãût âäúi vaì sai säú tæång âäúi cuía chuïng 
 *  2,1514    * 0,16152 
 *  0,01204    * -0,0015281 
 



CHÆÅNG 2 
TÊNH GÁÖN ÂUÏNG NGHIÃÛM THÆÛC CUÍA MÄÜT PHÆÅNG TRÇNH 

2.1. NGHIÃÛM VAÌ KHOAÍNG PHÁN LY NGHIÃÛM 
2.1.1 Nghiãûm thæûc cuía phæång trçnh mäüt áøn 

Xeït phæång trçnh mäüt áøn 
    f(x) = 0     (2-1) 

trong âoï f laì haìm säú cho træåïc cuía âäúi säú x. 
Nghiãûm thæûc cuía phæång trçnh (2-1) laì säú thæûc α thoía maîn (2-1) tæïc laì khi 

thay x båíi α åí vãú traïi ta âæåüc: 
 f(α) = 0     (2-2) 

2.1.2 YÏ nghéa hçnh hoüc cuía nghiãûm 

Hçnh 2.1  

α
M x 

yTa veî âäö thë cuía haìm säú y = f(x)   (2-3)      
trong mäüt hãû toüa âäü vuäng goïc Oxy  
(hçnh 2.1). Giaí sæí âäö thë càõt truûc hoaình 
taûi mäüt âiãøm M thç âiãøm M naìy coï tung 
âäü y = 0 vaì hoaình âäü x = α. Thay chuïng  
vaìo (2-3) ta âæåüc 
 0 = f(α)  (2-4) 
Váûy hoaình âäü α cuía gia âiãøm M chênh laì  
mäüt nghiãûm cuía (2-1). 
Træåïc khi veî âäö thë ta cuîng coï thãø thay thãú phæång trçnh (2-1) bàòng phæång trçnh 
tæång âæång  g(x) = h(x) (2-5) räöi  
veî âäö thë cuía hai haìm säú  (hçnh 2-2) 

x

y 
f

g 

M

α

 y = g(x) 
 y = h(x)  (2-6) 
Giaí sæí hai âäö thë áúy càõt nhau taûi M 
Coï hoaình âäü x = α thç ta coï: 
 g(α) = h(α)   (2-7) 
Váûy hoaình âäü α cuía giao âiãøm M 
cuía hai âäö thë (2-6) chênh laì mäüt nghiãûm  
cuía (2-5) tæïc laì cuía (2-1). Hçnh 2-2 
 
2.1.3. Sæû täön taûi nghiãûm thæûc cuía phæång trçnh (2.1) 

Træåïc khi tçm caïch tênh gáön âuïng nghiãûm thæûc cuía phæång trçnh (2.1) ta 
phaíi xeït xem phæång trçnh coï nghiãûm hay khäng. Coï nhiãöu caïch âãø biãút nghiãûm 
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coï täön taûi hay khäng, chàóng haûn nhæ veî âäö thë, khaío saït haìm.. Ta cuîng coï thãø sæí 
duûng âënh lyï sau âáy: 
 Âënh lyï 1: Nãúu coï hai säú thæûc a vaì b (a<b) sao cho f(a) vaì f(b) traïi dáúu tæïc 
laì : f(a).f(b) < 0   (2-8);   âäöng thåìi f(x) liãn tuûc trãn [a,b] thç åí trong khoaíng 
[a,b] coï êt nháút mäüt nghiãûm thæûc cuía phæång trçnh (2-1). 
 Âiãöu naìy coï thãø minh hoüa trãn âäö thë (hçnh 2-3).  
Âäö thë cuía y = f(x) taûi a ≤ x ≤ b laì mäüt âæåìng liãön näúi hai âiãønm A vaì B, A åí 
phêa dæåïi  B åí phêa trãn truûc hoaình nãn phaíi càõt truûc hoaình êt nháút mäüt âiãøm åí 
trong khoaíng tæì a âãún b. Váûy phæång trçnh (2-1) coï êt nháút mäüt nghiãûm åí trong 
khoaíng [a,b]. 
 

x 

y

b 

a

B 

A
Hçnh 2-3 

y 

x
b 

a 

B 

A

 
 
 
 
 
 

Hçnh 2-4  
 
2-1-4. Khoaíng phán ly nghiãûm (Khoaíng taïch nghiãûm) 
 Âënh nghéa: Khoaíng [a,b] naìo âoï goüi laì khoaíng phán ly nghiãûm cuía 
phæång trçnh (2-1) nãúu noï chæïa mäüt vaì chè mäüt nghiãûm cuía phæång trçnh âoï. 
Âãø tçm khoaíng phán ly nghiãûm ta coï thãø duìng caïc âënh lyï sau. 
 Âënh lyï 2: Nãúu [a,b] laì mäüt khoaíng trong âoï haìm säú f(x) liãn tuûc vaì âån 
âiãûu, âäöng thåìi f(a) vaì f(b) traïi dáúu, tæïc laì coï (2-8) thç [a,b] laì mäüt khoaíng phán 
ly nghiãûm cuía phæång trçnh (2-1). Âiãöu naìy coï thãø minh hoaû trãn âäö thë (H. 2-4).  
Âäö thë cuía haìm säú y = f(x) càõt truûc hoaình taûi mäüt vaì chè mäüt âiãøm åí trong [a,b]. 
Váûy [a,b] chæïa mäüt vaì chè mäüt nghiãûm cuía cuía phæång trçnh (2-1). 
 Nãúu f(x) coï âaûo haìm thç âiãöu kiãûn âån âiãûu coï thãø thay bàòng âiãöu kiãûn 
khäng âäøi dáúu cuía âaûo haìm vç âaûo haìm khäng âäøi dáúu thç haìm säú âån âiãûu.  
 Âënh lyï 3: Nãúu [a,b] laì mäüt khoaíng trong âoï haìm f(x) liãn tuûc, âaûo haìm 
f’(x) khäng âäøi dáúu vaì f(a), f(b) traïi dáúu thç [a,b] laì mäüt khoaíng phán ly nghiãûm 
cuía phæång trçnh (2-1). 
 Muäún tçm caïc khoaíng phán ly nghiãûm ngæåìi ta thæåìng khaío saït sæû biãún 
thiãn cuía haìm säú räöi aïp duûng âënh lyï 3. 
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2-1-5. Thê duû 
Cho phæång trçnh: 
   f(x) = x3 - x - 1 = 0     (2-9) 
Haîy chæïng toí phæång trçnh trãn coï nghiãûm thæûc vaì tçm khoaíng phán ly nghiãûm. 
 Giaíi: Træåïc hãút ta xeït sæû biãún thiãn cuía haìm säú f(x), noï xaïc âënh vaì liãn 
tuûc taûi moüi x, âäöng thåìi: f’(x) = 3x2 - 1 = 0 taûi x = ± 1/3½  
Ta suy ra baíng biãún thiãn : 
 

x -∞  -1/3½  +1/3½  +∞ 
f(x)  + 0 - 0 +  

  M    +∞ f(x) 
-∞    m   

  Trong âoï  01
3

1
33

1)
3

1( <−+−== fM  

Váûy âäö thë càõt truûc hoaình taûi mäüt âiãøm duy nháút (Hçnh 2-5) do âoï phæång trçnh 
(2-9) coï mäüt nghiãm thæûc duy nháút, kyï hiãûu noï laì α. Ta tênh thãm: 

f(1) = 13 -1 -1 < 0  vaì f(2) = 23 -2 - 1 > 0 
 Váûy khoaíng [1,2] chæïa nghiãûm thæûc duy nháút cuía phæång trçnh (2-9). 
Nhæ váûy phæång trçnh (2-9) coï mäüt nghiãûm thæûc duy nháút α nàòm trong khoaíng 
phán ly nghiãûm [1,2]. 
 y 

x 

α

+1/3½-1/3½

 
 
 
 
 
 
 
 
2-2 PHÆÅNG PHAÏP CHIA ÂÄI 
2-2-1. Näüi dung phæång phaïp 
Xeït phæång trçnh (2-1) våïi giaí thiãút noï coï nghiãûm thæûc α phán ly åí trong khoaíng 
[a,b].Ta tçm caïch thu nhoí dáön khoaíng phán ly nghiãûm bàòng caïch chia âäi liãn 
tiãúp caïc khoaíng phán ly nghiãûm âaî tçm ra. Træåïc hãút ta chia âäi [a,b] âiãøm chia 
laì c = (a+b)/2. Roî raìng khoaíng phán ly nghiãûm måïi seî laì [a,c] hay [c,b]. Ta tênh 
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f(c), nãúu f(c) = 0 thç c chênh laì nghiãûm âuïng α. Nãúu f(c) ≠ 0, luïc âoï ta so saïnh 
dáúu cuía f(c) våïi dáúu cuía f(a) âãø choün khoaíng phán ly nghiãûm måïi: 
 Nãúu f(c) traïi dáúu våïi f(a) thç khoaíng phán ly nghiãûm måïi laì [a,c]. 
 Nãúu f(c) cuìng dáúu våïi f(a) thç khoaíng phán ly nghiãûm måïi laì [c,b]. 
Luïc naìy ta coï khoaíng phán ly nghiãûm måïi chè nhoí bàòng næía khoaíng phán ly 
nghiãûm ban âáöu, vaì kyï hiãûu laì [a1,b1]. Ta laûi tiãúp tuûc nhæ váûy cho khoaíng phán ly 
nghiãûm måïi [a1,b1] cho âãún láön thæï n ta âæåüc khoaíng phán ly [an,bn] noï nàòm 
trong [a,b] vaì chè daìi bàòng 1/2n cuía [a,b]. Theo âënh nghéa ta coï: 

  an ≤ α ≤ bn   ; bn - an = n

ab
2

)( − . 

Váûy coï thãø láúy an laìm giaï trë gáön âuïng cuía α, luïc âoï sai säú laì: 
  nnnn

ababa
2

|| −
=−≤−α      (2-10) 

cuîng coï thãø láúy bn laìm nghiãûm gáön âuïng cuía α, luïc âoï sai säú laì : 
  nnnn

ababb
2

|| −
=−≤−α      (2-11) 

Do âoï våïi n âuí låïn an hay bn âãöu âuí gáön våïi α. Khi n→∞ thç an→α, bn→α nãn ta 
noïi phæång phaïp chia âäi häüi tuû. 
Chuï yï: Trong quaï trçnh chia âäi liãn tiãúp, coï thãø gàûp âiãøm chia maì taûi âoï f bàòng 
khäng. Khi âoï ta coï âiãøm chia chênh laì nghiãûm âuïng cuía f(x) . 
2.2.2 Thê duû  
 Xeït phæång trçnh (2-9), ta âaî chæïng toí noï coï khoaíng phán ly nghiãûm [1, 2] 
vaì coï f(1) < 0, f(2) > 0.  Ta chia âäi khoaíng [1,2] âiãøm chia laì 3/2. 

 01
2
3

2
3

2
3 2

>−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f  traïi dáúu våïi f(1) váûy α ∈ [1,3/2]. 

Ta chia âäi khoaíng [1, 3/2], âiãøm chia laì 5/4 ta coï f(5/4) < 0 cuìng dáúu våïi f(1), 
váûy α ∈ [5/4, 3/2].  
Ta chia âäi khoaíng [5/4, 3/2], âiãøm chia laì 11/8. Ta coï f(11/8) > 0 traïi dáúu våïi 
f(5/4), váûy α ∈ [5/4, 11/8]. 
Ta chia âäi khoaíng [5/4, 11/8],  âiãøm chia laì 21/16. Ta coï f(21/16) < 0 cuìng dáúu 
våïi f(5/4), váûy α ∈ [21/16, 11/8]. 
Ta chia âäi khoaíng [21/16, 11/8],  âiãøm chia laì 43/32. Ta coï f(43/32) > 0 traïi 
dáúu våïi f(21/16), váûy α ∈ [21/16, 43/32]. 
Ta dæìng quaï trçnh chia âäi taûi âáy vaì láúy 21/16 = 1,3125 hay 43/32 = 1,34375 
laìm giaï trë gáön âuïng cuía α thç sai säú khäng væåüt quaï 1/25 = 1/32 = 0,03125. Nhæ 
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váûy ta âaî chia âäi 5 láön khoaíng [1, 2] laì 2-1=1. Nãúu yãu cáöu sai säú beï hån thç ta 
phaíi tiãúp tuûc chia âäi. 
2.2.3. Så âäö toïm tàõt phæång phaïp chia âäi 
1) Cho phæång trçnh f(x) = 0. 
2) ÁÚn âënh sai säú cho pheïp ε. 
3) Xaïc âënh khoaíng phán ly nghiãûm [a, b]. 
4) Láûp chæång trçnh tênh theo så âäö khäúi sau âáy: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nháûp f(x), a,b, ε

Tênh c = (a+b)/2; Tênh f(c)

f(c).f(a) < 0

Thay b = c Thay a = c 

Tênh e= b - a

e < ε S 

Â

SÂ 

Kãút quaí: 
α = a våïi |α - a| < ε 
α = b våïi |α - b| < ε 

Chuï yï: Xem pháön phuû luûc âãø tham khaío chæång trçnh tênh gáön âuïng phæång 
trçnh mäüt áøn bàòng phæång phaïp chia âäi. 
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2.3. PHÆÅNG PHAÏP LÀÛP 
2.3.1 Mä taí phæång phaïp 
Xeït phæång trçnh (2-1) våïi giaí thiãút noï coï nghiãûm thæûc α vaì phán ly trong 
khoaíng [a, b]. Træåïc hãút ta chuyãøn phæång trçnh (2-1) vãö daûng tæång âæång: 
    ( )xx ϕ=       (2-12) 
Sau âoï ta choün mäüt säú xo naìo âoï ∈[a, b] laìm xáúp xè âáöu räöi tênh dáön daîy säú xn 
theo quy tàõc: 
   ( ) ..2,1,1 == − nxx nn ϕ      (2-13) 
    xo cho træåïc ∈ [a, b]    (2-14) 
Quaï trçnh naìy coï tênh làûp âi làûp laûi nãn phæång phaïp naìy coï tãn laì phæång phaïp 
làûp, haìm ϕ goüi laì haìm làûp. 
2.3.2. Sæû häüi tuû cuía phæång phaïp làûp 
Âënh nghéa:Nãúu daîy xn → α khi n → ∞ thç ta noïi phæång phaïp làûp (2-13), (2-14) 
häüi tuû. 
Khi phæång phaïp làûp häüi tuû thç xn caìng gáön våïi α nãúu n caìng låïn. Cho nãn ta coï 
thãø xem xn våïi n xaïc âënh laì giaï trë gáön âuïng cuía α. Nãúu phæång phaïp làûp khäng 
häüi tuû thç xn coï thãø ráút xa α. Vç váûy chè coï phæång phaïp làûp häüi tuû måïi coï giaï trë. 
Âãø kiãøm tra xem mäüt phæång phaïp làûp coï häüi tuû hay khäng ta duìng âënh lyï sau. 
Âënh lyï 4: Xeït phæång phaïp làûp (2-13), (2-14) giaí sæí : 

1) [a, b] laì khoaíng phán ly nghiãûm α cuía phæång trçnh (2-1) tæïc laì cuía 
phæång trçnh (2-12); 

2) Moüi xn tênh theo (2-13) (2-14) âãöu ∈ [a, b];  
3) Haìm ϕ(x) coï âaûo haìm thoía maîn: 

( ) bxaqx <<<≤ 1'ϕ     Trong âoï q laì mäüt hàòng säú. (2-15) 

Thãú thç phæång phaïp làûp (2-13), (2-14) häüi tuû : 
  xn → α khi n → ∞      (2-16) 
Chæïng minh âënh lyï :  
Træåïc hãút vç α laì nghiãûm cuía (2-12) nãn coï  α = ϕ(α) âem âàóng thæïc naìy træì âi 
(2-13) vãú våïi vãú ta âæåüc  
   α - xn = ϕ(α) - ϕ(xn-1)   (2-17) 
Ta seî aïp duûng cäng thæïc Lagrangiå vaìo vãú phaíi cuía âàóng thæïc trãn.  
Cäng thæïc Lagrangiå âæåüc phaït biãøu: Cho haìm säú F(x) liãn tuûc trãn [a,b], coï âaûo 
haìm trong (a,b) thç täön taûi  säú c ∈ (a,b), tæïc laì c = a + θ(b-a), 0< θ <1 sao cho:  
   F(b) - F(a) = F’(c)(b-a)   (2-18) 
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Aïp duûng (2-18) ta coï : 
   α - xn = ϕ’(c) (α - xn-1)   (2-19) 
våïi c = a + θ(α - xn-1) ∈ (a,b). 
Theo giaí thiãút (2-15) ta coï |ϕ’(c)| ≤ q <1. Do váûy (2-19) cho 
  |α - xn | = |ϕ’(c)| | α - xn-1| ≤ q |α - xn-1| 
Nãn coï |α - xn | ≤ q |α - xn-1| 
Báút âàóng thæïc naìy âuïng våïi moüi n. Do váûy coï : 
  |α - xn | ≤ q |α - xn-1| 
  |α - xn-1 | ≤ q |α - xn-2| 
  .. .. .. 
  |α - x2 | ≤ q |α - x1| 
  |α - x1 | ≤ q |α - x0| 
Nhán caïc báút âàóng thæïc naìy vãú våïi vãú ta âæåüc : 
  |α - xn | ≤ qn |α - x0|    (2-20) 
Vç α vaì x0 âaî xaïc âënh, qn → 0 khi n → ∞ do 0 < q < 1, nãn vãú phaíi → 0 vaì ta coï  
  |α - xn | → 0 khi n → ∞ 
Âoï chênh laì âiãöu phaíi chæïng minh. 
2.3.3 Chuï thêch 
Khi haìm ϕ âaî thoía maîn giaí thiãút 3) cuía âënh lyï 4 thç sæû thoía maîn giaí thiãút 2) phuû 
thuäüc vaìo viãûc choün xo vaì noï thoía maîn trong âiãöu kiãûn sau: Giaí sæí |ϕ’(x)| ≤ q < 1 
Nãúu ϕ’(x) > 0 ta coï thãø choün xo ∈ [a, b] mäüt caïch báút kyì, coìn nãúu ϕ’(x) < 0 thç 
phaíi choün xo theo quy tàõc: 

   
bbakhibx

baakhiax

<<
+

=

+
<<=

α

α

2
)(

2
)(

0

0

   (2-21) 

Muäún biãút α thuäüc khoaíng naìo ta chè viãûc tênh f((a+b)/2) räöi so saïnh dáúu cuía noï 
våïi dáúu cuía f(a). 
2.3.4. Âaïnh giaï sai säú 
Giaí sæí ta tênh theo (2-13) (2-14) n láön vaì xem xn laì giaï trë gáön âuïng cuía α. Khi 
âoï sai säú |α - xn| coï thãø âaïnh giaï båíi cäng thæïc |α - xn| ≤ qn|α - xo|. Ta coìn coï 
|α - xo| < b - a  nãn:   |α - xn| ≤ qn(b - a)   (2-22) 
Nhæng cäng thæïc naìy thæåìng cho sai säú quaï låïn so våïi thæûc tãú. Ta xeït mäüt cäng 
thæïc âaïnh giaï sai säú khaïc nhæ sau. 
Âënh lyï 5 : Xeït phæång trçnh  
   F(x) = 0       (2-23) 
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Coï nghiãûm X ∈ [c,d] vaì X  laì mäüt säú ∈[c,d] âæåüc xem laì giaï trë gáön âuïng cuía X. 
Luïc âoï ta coï  

  
m

XF
XX

)(
≤−      (2-24) 

Trong âoï m laì mäüt säú dæång thoía maîn  
  |F’(x)| ≥ m > 0, c< x < d    (2-25) 
Chæïng minh : Theo giaí thiãút ta coï F(X) = 0 nãn coï  F( X ) = F(X) 
Aïp duûng cäng thæïc Lagrangiå (2-18) vaìo vãú phaíi âæåüc F( X ) = F’(C) ( X -X) 
Trong âoï C = X + θ( X -X) ∈ (c,d). Theo giaí thiãút (2-25) ta coï  
|F( X )| = |F’(C)| | X -X| ≥ m| X - X|  tæì âoï ta ruït ra kãút luáûn(2-24). 
Ta aïp duûng kãút quaí naìy âãø âaïnh giaï sai säú cuía phæång phaïp làûp. 
Våïi  F(x) = x - ϕ(x), c = a, d = b 
 X = α, X  = xn

Ta thu âæåüc   
m

xx
x nn

n
|)(|

||
ϕ

α
−

≤−    (2-26) 

Trong âoï m laì mäüt säú dæång thoía maîn  
  0< m < |(x - ϕ(x))’|,  a < x < b 
Theo giaí thiãút (2-15) cuía âënh lyï 4 ta coï: 
 |(x - ϕ(x))’| = |1 - ϕ’(x)| ≥ 1 - |ϕ’(x)| ≥ 1 - q > 0 
Màût khaïc  ϕ(xn) - xn = ϕ(xn) - ϕ(xn-1) 
         = ϕ’(c)(xn  - xn-1) 
Trong âoï  c = xn-1 + θ(xn  - xn-1) ∈ (a,b) 
Do âoï : 
  |ϕ(xn) - xn| = |ϕ’(c)| |(xn  - xn-1)| ≤ q|xn  - xn-1| 
Váûy (2-26) tråí thaình: 
   11 −−

−
≤− nnn xx

q
qxα    (2-27) 

Cäng thæïc naìy cho pheïp ta âaïnh giaï sai säú theo nhæîng âaûi læåüng væìa tênh âæûåc 
xn-1 vaì xn. 
2.3.5. Thê duû 
Xeït phæång trçnh  x3 - x - 1. Ta âaî chæïng minh âæåüc noï coï mäüt nghiãûm thæûc α 
phán ly trong khoaíng [1,2]. Báy giåì ta duìng phæång phaïp làûp âãø tênh gáön âuïng 
nghiãûm α âoï. Muäún thãú træåïc hãút ta tçm haìm làûp ϕ(x) thêch håüp âãø phæång phaïp 
làûp häüi tuû, tæïc laì ϕ(x) phaíi thoía maîn nhæîng giaí thiãút cuía âënh lyï 4. 
Phæång trçnh coï thãø âæåüc viãút thaình : x = x3 -1 (2-28) 
Vaì âàût ϕ(x) = x3 -1 nhæng luïc naìy ϕ’(x) = 3x2 ≥ 3 tai moüi x ∈ [1,2]. 
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Nãúu haìm làûp choün nhæ váûy phæång phaïp làûp seî khäng coï hy voüng häüi tuû. Ta viãút 
phæång trçnh dæåïi daûng khaïc nhæ sau : 
   x3 = x + 1 
   x = (x + 1) 1/3

Ta âàût  ϕ(x) = (x + 1) 1/3      (2-29) 
Luïc âoï  ϕ’(x) = (1/3)(x + 1) -2/3 =

3 2)1(

1
3
1

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x
   nãn 

  0 < ϕ’(x) ≤ 1/3 taûi moüi x ∈ [1,2] 
Luïc naìy haìm làûp ϕ(x) thoía maîn caïc âiãöu kiãûn cuía âinh lyï 4 vaì chuï thêch åí cäng 
thæïc (2-21). Ta bàõt âáöu thæûc hiãûn pheïp làûp taûi x0 báút kyì trong [1,2]; chàóng haûn 
choün x0 = 1. Giaí sæí ta tênh làûp 5 láön våïi caïc kãút quaí nhæ sau : 
  x0 = 1 
  x1 = 1,25992105; |α - x1| ≤ 0,13 
  x2 = 1,312293837; |α - x2| ≤ 0,027 
  x3 = 1,322353819; |α - x3| ≤ 0,005 
  x4 = 1,324268745; |α - x4| ≤ 0,00096 
  x5 = 1,324632625; |α - x5| ≤ 0,000182 
Kãút quaí naìy coï quaï nhiãöu chæî säú âaïng nghi. Ta quy troìn noï âãún 4 chæî säú leí tháûp 
phán bàòng caïch viãút: α - 1,3246 = α - x5 + x5 - 1,3246 
  |α - 1,3246| ≤ |α - x5| + |x5 - 1,3246| 
  |α - 1,3246| ≤ 0,000182 + 0,00003265 
Do âoï :   |α - 1,3246| ≤ 0,00025 
Váûy ta coï kãút quaí laì   α = 1,3246 ± 0,00025. 
Chuï yï : Trong thæûc tãú ngæåìi ta dæìng quaï trçnh tênh khi  
  |(xn  - xn-1)| < sai säú cho pheïp ε 
2.3.6 Thuáût toaïn cuía phæång phaïp làûp 

- Cho phæång trçnh f(x) = 0 
- ÁÚn âënh sai säú cho pheïp ε 
- Xaïc âënh khoaíng phán ly nghiãûm [a,b] 
- Tçm haìm làûp häüi tuû ϕ 
- Choün xáúp xè âáöu x0 
- Tênh  xn = ϕ(xn-1)  våïi n = 1,2,3,.. cho tåïi khi | xn - xn-1| < ε thç dæìng. 

Láúy kãút quaí α ≈ xn våïi sai säú  εα
q

qxn −
≤−

1
 trong âoï q laì säú dæång nhoí hån 1 

thoía maîn |ϕ’(x)| ≤ q<1 våïi moüi x ∈ (a,b). 
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2.4. PHÆÅNG PHAÏP TIÃÚP TUYÃÚN 
2.4.1. Mä taí phæång phaïp 

Muûc tiãu cuía phæång phaïp tiãúp tuyãún laì tçm caïch thay phæång trçnh (2-1), 
phi tuyãún âäúi våïi x, bàòng mäüt phæång trçnh gáön âuïng tuyãún tênh âäúi våïi x. Chuïng 
ta duìng khai triãøn Taylo âãø laìm âiãöu âoï. 
 Cäng thæïc Taylo : Cho haìm säú F(x) xaïc âënh vaì coï âaûo haìm âãún cáúp n+1 
taûi x0 vaì lán cáûn x0. Thãú thç khai triãøn Taylo báûc n cuía F(x) taûi x0 laì: 

      
)(

)!1(
)(

)(
!

)(
...)("

!2
)(

)(')()()(

)1(
1

0

0
)(0

0

2
0

000

cF
n

xx

xF
n
xx

xF
xx

xFxxxFxF

n
n

n
n

+
+

+
−

+

+
−

++
−

+++=
     (2-30)            

 c = x0 + θ(x - x0);  0 < θ < 1            (2-31) 
Cäng thæïc naìy coï giaï trë taûi caïc giaï trë x taûi lán cáûn x0, c laì mäüt säú trung gian nàòm 
giæîa x0 vaì x. 
Xeït phæång trçnh (2-1) våïi giaí thiãút noï coï nghiãûm thæûc α phán ly trong [a,b]. Giaí 
sæí haìm f coï âaûo haìm f’(x) ≠ 0 taûi x ∈ [a,b] âaûo haìm cáúp hai f’’(x) taûi x ∈ (a,b). Ta 
choün x0 ∈ [a,b] räöi viãút khai triãøn Taylo báûc nháút cuía f taûi x0 : 

 
),()(],,[

)('')(
2
1)(')()()(

00

2
0000

baxxxcbax

cfxxxfxxxfxf

∈−+=∈

−+−+=

θ
 

Nhæ v  phæång trçnh (2-1) âæåüc viãút thaình : 

 

 
 
Ta boí 

1

 
Tæïc la
viãûc th
 

Tæì x0 
ta tênh
 

 
vaì xem
áûy
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qua säú haûng cuäúi cuìng vaì âæåüc phæång trçnh: 

0)('')(
2

)(')()( 2
0000 =−+−+ cfxxxfxxxf

f(x0) + (x - x0)f’(x0) = 0      (2-32) 
ì ta âaî thay phæång trçnh (2-1) bàòng phæång trçnh báûc nháút (2-32). Âoï laì 
ay thãú gáön âuïng. Goüi x1 laì nghiãûm cuía (2-32) ta coï ngay : 
   

)('
)(

0

0
01 xf

xf
xx −=     (2-33) 

ta tênh mäüt caïch tæång tæû ra x1, vv... vaì mäüt caïch täøng quat, khi âaî biãút xn 
 xn+1 theo cäng thæïc  
   

)('
)(

1
n

n
nn xf

xf
xx −=+     (2-34) 

   x0 choün træåïc trãn [a,b]   (2-35) 
 xn laì giaï trë gáön âuïng cuía nghiãûm α. 



Phæång phaïp tênh xn theo phæång phaïp tuyãún tênh hoïa trãn goüi laì phæång phaïp 
Niutån hay cuîng chênh laì phæång phaïp tiãúp tuyãún. 
Chuï yï 1 : Nhçn vaìo (2-34) , (2-35) ta tháúy phæång phaïp tiãúp tuyãún cuîng laì loaûi 
phæång phaïp làûp våïi haìm làûp 
    

)('
)()(

xf
xfxx −=ϕ      (2-36) 

Chuï yï 2 : Vãö màût hçnh hoüc thç f(x0) laì hãû säú goïc cuía tiãúp tuyãún cuía âäö thë haìm säú 
y = f(x) taûi x0. Ta xem trãn hçnh 2-6.  y

xbP α 
M 

B

a 

A 

Âoüan âäö thë AB càõt truûc hoaình taûi M 
Coï hoaình âäü chênh laì nghiãûm âuïng α. 
Âãø tênh gáön âuïng α ta thay mäüt caïch  
gáön âuïng cung AB båíi tiãúp tuyãún taûi B,  
B coï hoaình âäü x0, tiãúp tuyãún naìy càõt  
truûc hoaình taûi P, P coï hoaình âäü x1 vaì ta  
xem x1 laì giaï trë gáön âuïng cuía α. Hçnh 2-6 
Âãø tênh x1 ta viãút phæång trçnh tiãúp tuyãún taûi B 
Våïi x0 = b ta coï : Y - f(x0) = f’(x0) (X - x0) 
Taûi P ta coï X = x1, Y = 0 nãn coï : 
   -f(x0) = f’(x0)(x1 - x0) 
Tæì âoï ta suy ra (2-33). Cho nãn phæång phaïp naìy âæåüc goüi laì phæång phaïp tiãúp 
tuyãún. 
2.4.2. Sæû häüi tuû vaì sai säú 
Váún âãö åí âáy laì khi tênh bàòng phæång phaïp tiãúp tuyãún thç phaíi coï xn → α khi n→ 
∞. Âiãöu naìy âæåüc khàóng âënh åí âënh lyï sau. 
Âënh lyï 6: Giaí sæí [a,b] laì khoaíng phán ly nghiãûm cuía phæång trçnh (2-1), f coï 
âaûo haìm f’, f’’ vaì f’ liãn tuûc trãn [a,b], f’ vaì f’’ khäng âäøi dáúu trong (a,b). Xáúp xè 
âáöu x0 choün laì a hay b sao cho f(x0) cuìng dáúu våïi f’’. Khi âoï xn tênh båíi (2-34) (2-
35) häüi tuû vãö α khi n→ ∞, cuû thãø hån ta coï xn âån âiãûu tàng tåïi α nãúu f’f’’<0, xn 
âån âiãûu giaím tåïi α nãúu f’f’’ >0. Khi dæìng laûi åí n xaïc âënh ta âæåüc xn vaì coi xn 
gáön âuïng våïi α. 
Vãö sai säú aïp duûng âënh lyï 5 ta coï : 
   

m
xf

x n
n

)(|
|| ≤−α      (2-37) 

Våïi  0< m ≤ |f’(x)|,  α ≤ x ≤ b   (2-38) 
Ta khäng chæïng minh âënh lyï 6 nhæng coï thãø hiãøu trãn caïc hçnh 2-7 dæåïi âáy. 
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Hçnh 2-7 
2.4.3 Thê duû 
* Haîy tênh càn báûc hai cuía mäüt säú dæång a. Tæïc laì coï phæång trçnh x2 = a hay ta 
coï thãø viãút laì :  f(x) = x2 - a = 0    (2-39) 
Roî raìng nghiãûm dæång cuía phæång trçnh (2-39) phán ly trong khoaíng [1,a]; 
Trong khoaíng âoï f’(x) =2x > 0, f’’ = 2 >0. Váûy ta coï thãø aïp duûng âënh lyï 6. Cäng 
thæïc (2-34) viãút thaình : 
   )(

2
1

1
n

nn x
axx +=+      (2-40) 

Våïi a = 2 ta coï f(2) =22 -2 > 0 cuìng dáúu våïi f’’ nãn ta choün x0 = 2. Aïp duûng cäng 
thæïc (2-40) coï : 
   x1 = 1,5 
   x2 = 1,417 
   x3 = 1,41421 
Ta biãút 2 =1,414213562 nãn ta tháúy phæång phaïp tiãúp tuyãún häüi tuû ráút nhanh. 
• Ta laûi giaíi phæång trçnh (2-9), f(x) = x3 - x -1 = 0 ta âaî tçm âæåüc khoaíng phán 

ly nghiãûm cuía noï laì [1,2]. Trong khoaíng âoï  
f’(x) = 3x2 -1 > 0 
f’’(x) = 6x > 0 
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Váûy coï thãø aïp duûng âënh lyï 6. Âãø choün x0 ta tênh f(2) = 23 -2 - 1 = 5 >0 cuìng dáúu 
våïi f’’ váûy choün x0 = 2. Ta coï cäng thæïc tênh : 

  
2

13
1

0

2

3

1

=
−

−−
−=+

x
x

xx
xx

n

nn
nn  

Ta coï baíng kãút quaí tênh toaïn nhæ sau: 
n xn Sai säú 
0 2  
1 1,545454545  
2 1,359614916  
3 1,325801345  
4 1,324719049 0,0000024 
5 1,324717950 2.10-10

 
2.4.4. Chuï yï  
Trong thæûc tãú ta dæìng quaï trçnh tênh khi |xn - xn-1| < sai säú cho pheïp ε 
2.4.5. Thuáût toaïn giaíi bàòng phæång phaïp tiãúp tuyãún 
1. Cho phæång trçnh f(x) = 0 
2. ÁÚn âënh sai säú cho pheïp ε 
3. Tçm khoaíng phán ly nghiãûm [a,b] trong âoï f’ vaì f’’ khäng âäøi dáúu. 
4. Choün x0 
5.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tênh       
)('
)(

0

0
01 xf

xf
xx −=  

Tênh   e = |x1 - x0|

Thay x0 = x1e<ε

Â

S

Tênh   e = |x1 - x0|

Våïi sai säú 
m
xf

x
)( 1

1 ≤−α  trong âoï 0 < m < |f’(x)|, x∈(a,b). 
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2.5. PHÆÅNG PHAÏP DÁY CUNG 
2.5.1. Mä taí phæång phaïp 
Trong phæång phaïp tiãúp tuyãún ta âaî thay cung âäö thë AB cuía haìm y = f(x) båíi 
tiãúp tuyãún veî taûi A hay B. Báy giåì ta thay cung AB båíi dáy cung AB räöi láúy 
hoaình âäü x1 cuía giao âiãøm P cuía dáy cung våïi truûc hoaình laìm giaï trë gáön âuïng 
cuía nghiãûm α. (H. 2-8). 
Phæång trçnh dáy cung AB âæåüc viãút : 

ab
aX

afbf
afY

−
−

=
−

−
)()(

)(  

x

y
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a 

B

α 
x1

b
P 

Taûi giao âiãøm P coï Y = 0, x = x1, nãn : 
 

ab
ax

afbf
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−
−

=
−

− 1

)()(
)(  

Tæì âoï suy ra: 
 

)()(
)()(

1 afbf
afabax

−
−

−=   (2-41) 

Hçnh 2-8 Hay: 
 

)()(
)()(

1 bfaf
abfbafx

−
−

=   (2-42) 

Phæång phaïp tênh x1 nhæ váûy goüi laì phæång phaïp dáy cung. Sau khi tênh âæåüc x1 
ta tçm khoaíng phán ly nghiãûm måïi xem laì [a, x1] hay [x1,b] räöi laûi tiãúp tuûc 
phæång phaïp dáy cung nhæ trãn cho khoaíng phán ly nghiãûm måïi, âaî thu nhoí hån 
khoaíng cuî. Cæï tiãúp tuûc nhæ thãú ta âæåüc caïc giaï trë x2, x3, ...,xn, ngaìy caìng gáön α. 
Sai säú coï thãø tênh bàòng (2-24). 
 
2.5.2. Thê duû 
Ta laûi xeït phæång trçnh (2-9), khoaíng phán ly nghiãûm cuía noï laì [1,2]. Ta coï: 

a = 1;   f(a) = f(1) = 13 - 1 - 1 = -1 < 0 
 b = 2   f(b) = f(2) = 23 - 2 - 1 = 5 > 0 
Theo (2-42) coï : 
   167,1

)1(5
)1.(25.1

1 =
−−

−−
=x  

Tiãúp tuûc ta coï f(1,167) = -0,58 < 0; khoaíng phán ly nghiãûm måïi laì [1,167;2]. Ta 
tçm âæåüc   

 253,1
)58,0(5

)58,0.(25.167,1
2 =

−−
−−

=x  
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Sai säú tênh theo (2-24) laì 0,15. Nhæ váûy phæång phaïp dáy cung häüi tuû cháûm hån 
phæång phaïp tiãúp tuyãún. 
2.5.3. Så âäö toïm tàõt phæång phaïp dáy cung 

1. Cho phæång trçnh f(x) = 0. 
2. Choün sai säú cho pheïp ε. 
3. Tçm khoaíng phán ly nghiãûm [a,b]. 
4. Så âäö tênh  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nháûp f(x), a,b, ε

Tênh 
)()(
)()(

1 afbf
abfbafx

−
−

=  

Sf(x1).f(a) < 0

Thay b = c Thay a = c

Tênh e= b - a

e < ε S

Â

Â 

Kãút quaí: 
α = a våïi |α - a| < ε 
α = b våïi |α - b| < ε 

Sai säú  |α - x1| < 
m
xf |)(| 1   trong âoï 0 < m < |f’(x)|, x ∈ (a,b). 
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BAÌI TÁÛP 
Cáu 1 : Tçm nghiãûm gáön âuïng cuía phæång trçnh sau : 
  f(x) =  x3 - 2x2 + 3x - 5 = 0 
 Bàòng phæång phaïp tiãúp tuyãún. Sai säú khäng quaï 10-5. 
Cáu 2 : Tçm nghiãm gáön âuïng cuía phæång trçnh sau :  
  4x - 5lnx = 5 
 Bàòng phæång phaïp làûp. Sai säú khäng quaï 10-3. 
Cáu 3 : Tçm nghëãm dæång gáön âuïng cuía phæång trçnh sau :  
   f(x) = x3 - 0.2x2 - 0.2x - 1.2 = 0 
 Bàòng phæång phaïp chia âäi, sai säú khäng quaï 0.002. 
Cáu 4 : Tçm nhæîng nghiãûm gáön âuïng cuía phæång trçnh sau våïi 4 chæî säú âaïng 
tin: 
  x4  - 5x3 - 12x2 + 76x - 79 = 0 
Biãút ràòng noï coï hai nghiãûm trong lán cáûn x = 2. 
Cáu 5: Tçm nghiãûm nàòm trong khoaíng (1,2) cuía phæång trçnh: 
  x6 = x4 + x3 + 1 
 Våïi 6 chæî säú âaïng tin. 



CHÆÅNG 3 
TÊNH GÁÖN ÂUÏNG NGHIÃÛM CUÍA HÃÛ ÂAÛI SÄÚ TUYÃÚN TÊNH 

 
3.1 MÅÍ ÂÁÖU 
3.1.1. Daûng täøng quaït cuía mäüt hãû âaûi säú tuyãún tênh 
Mäüt hãû âaûi säú tuyãún tênh coï thãø coï m phæång trçnh n áøn. Trong phaûm vi chæång 
naìy ta chè xeït nhæîng hãû phæång trçnh n phæång trçnh n áøn khäng suy biãún. 
 

nnnnnn

nn

nn

fxaxaxa

fxaxaxa
fxaxaxa

=+++

=+++

=+++

...
...............

...
...

2211

22222121

11212111

   (3.1) 

trong âoï aij laì hãû säú cuía áøn xj åí phæång trçnh thæï i. Giaí sæí âaî biãút aij vaì fi ta phaíi 
tçm caïc áøn xj. 
Ma tráûn  
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A =     (3.2) 

goüi laì ma tráûn hãû säú cuía hãû (3.1). Caïc veïc tå: 
 

   

nn x

x
x

x

f

f
f

f
......

2

1

2

1

==    (3.3) 

âæåüc goüi laì veïc tå vãú phaíi vaì vec tå áøn cuía hãû. Ta cuîng coï thãø viãút caïc veïc tå cäüt 
trãn thaình caïc veïc tå doìng nhæ sau : 
  T

n
T

n xxxxffff )...()...( 2121 ==

Biãút ràòng têch cuía ma tráûn A våïi veïc tå x viãút laì Ax. Mäùi doìng cuía ma tráûn Ax laì 
mäüt veïc tå coï toüa âäü thæï  i laì : 
     ∑

=

=
n

j
jiji xaAx

1
)(

Âoï cuîng chênh laì vãú traïi cuía phæång trçnh thæï i cuía hãû (3.1). 
Váûy hãû (3.1) coï thãø viãút  dæåïi daûng sau : 
    Ax = f     (3.4) 
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3.1.2. Sæû täön taûi vaì duy nháút nghiãûm cuía hãû  
Goüi âënh thæïc cuía ma tráûn A laì âënh thæïc cuía hãû, viãút laì ∆ , tæïc laì : ∆ = det(A). 
Nãúu  ∆ = 0  ta noïi ma tráûn A suy biãún vaì hãû (3.1) cuîng laì hãû (3.4) laì suy biãún. 
Goüi ∆i laì âënh thæïc suy tæì ∆ bàòng caïch thay cäüt thæï i båíi cäüt vãú phaíi. Ta coï âënh 
lyï  Crame nhæ sau . 
Âënh lyï 1: Nãúu ∆ ≠ 0 tæïc laì nãúu hãû khäng suy biãún thç hãû (3.1) coï nghiãûm duy 
nháút cho båíi cäng thæïc: 

  nix i
i ,...,2,1=

∆

∆
=     (3.5) 

3.1.3. Chuï thêch 
Kãút quaí naìy ráút goün vaì ráút âeûp vãö màût lyï thuyãút nhæng tênh nghiãûm bàòng 

cäng thæïc (3.5) täún ráút nhiãöu cäng sæïc vaì giáúy buït. Säú læåüng NC(n) caïc pheïp tênh 
så cáúp (+, -, x, : ) cáön thiãút laì vaìo cåî NC(n) = (n+1)!n . Chè våïi n = 15 thç 
NC(15)= 3.1014 . Âáy laì mäüt säú ráút låïn. Nãúu tênh seî máút ráút nhiãöu thåìi gian. 

 
3.2. PHÆÅNG PHAÏP GAUSS 
3.2.1 Giaíi hãû phæång trçnh âaûi säú tuyãún tênh 

1. Mä taí phæång phaïp 
 Âáy laì phæång phaïp khæí dáön caïc áøn âãø âæa hãû vãö mäüt hãû coï daûng tam giaïc trãn. 
Luïc âoï ta tçm âæåüc xn åí phæång trçnh cuäúi cuìng, tæì âoï tênh nguåüc lãn ta tçm âæåüc 
caïc áøn coìn laûi. Nhæ váûy ta phaíi thæûc hiãûn qua hai bæåïc Thuáûn vaì Ngæåüc nhæ sau. 

Cho hãû (3.1) viãút dæåïi daûng vectå : 
  ∑

=
+ ==

n

j
nijij niaxa

1
1, ),1(     (3.6) 

Bæåïc thuáûn : Duìng pheïp biãún âäøi tæång âæång âæa (3.6) vãö daûng tam giaïc trãn. 
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n
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bx
bxbx

bxbxbxbx
bxbxbxbxbx

       (3.7) 

Ta coï caïc cäng thæïc tênh toaïn sau : 
      (3.8) ),()1()1()1()( kjibaaa k

kj
k

ik
k

ij
k

ij ≥−= −−−
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  )()1(

)1(
)1( kj

a

a
b k

kk

k
kjk

kj >=
−

−

−      (3.9) 

 Phæång phaïp Gauss thæûc hiãûn âæåüc nãúu  våïi moüi 0)1( ≠−k
kka nk ,1=  trong âoï 

 11
0
11a a=

Bæåïc ngæåüc : Tçm caïc áøn theo thæï tæû tæì xn âãún x1 tæì hãû  (3.7) . 
Báy giåì ta kiãøm chæïng caïc cäng thæïc trãn cho mäüt hãû ba phæång trçnh ba áøn. 
Hãû xuáút phaït (3.1) coï daûng : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

34333232131

24323222121

14313212111

axaxaxa
axaxaxa
axaxaxa

   (3.10) 

Giaí sæí a11 ≠ 0. Chia hai vãú cuía phæång trçnh âáöu cuía hãû (3.10) cho a11 (ta goüi 
pháön tæí a11 laì pháön tæí dáùn), âæåüc: 
      (3.11) )0(

143
)0(

132
)0(

121 bxbxbx =++

trong âoï   )1(
1

1)0(
1 >= j

q

a
b

j

j
j  

Nhæ váûy cäng thæïc (3.9) våïi k = 1 âæåüc chæïng minh. Tiãúp theo ta duìng (3.11) âãø 
khæí  x1 trong caïc phæång trçnh thæï hai vaì thæï ba  cuía hãû (3.10) bàòng caïch láúy 
phæång trçnh (3.11) nhán våïi ai1 (i = 2,3) räöi træì âi phæång trçnh thæï i tæång æïng. 
Ta coï : 

       (3.10’) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

)1(
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)1(
332

)1(
32

)1(
243

)1(
232
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22

axaxa
axaxa

Trong âoï Ta coï cäng thæïc (3.8) våïi k = 1. ).2,()0(
11

)1( ≥−= jibaaa jiijij

Chia hai vãú cuía phæång trçnh âáöu cuía (3.10’) cho pháön tæí dáùn , ta âæåüc: )1(
22a

       (3.11’) )1(
243

)1(
232 bxbx =+

våïi   )2()1(
22

)1(
2)1(

2 >= j
a

a
b j

j .  

Báy giåì ta chè coìn khæí  x2 trong phæång trçnh cuäúi cuìng cuía (3.10’) ta âæåüc : 
         (3.10’’) )2(

343
)2(

33 axa =

Trong âoï  ).3,()1(
2

)1(
2

)1()2( ≥−= jibaaa jiijij

Tæì (3.10’’) ta tçm âæåüc )2(
34)2(

33

)2(
34

3 b
a
a

x == .    
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Luïc naìy ta coï hãû tæång âæång daûng tam giaïc ngæåüc laì: 
    )0(

143
)0(

132
)0(

121 bxbxbx =++

                      )1(
243

)1(
232 bxbx =+
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)2(
343 bx =  

Âãún âáy bæåïc thuáûn kãút thuïc. 
Bæåïc ngæåüc laì viãûc tênh caïc nghiãûm theo trçnh tæû ngæåüc: 

   

2
)0(

123
)0(

13
)0(

141

3
)1(

23
)1(

242

)2(
343

xbxbbx

xbbx

bx

−−=

−=

=

3.2.2 Thê duû  
Giaíi hãû phæång trçnh : 

x1 + 2x2 + 3x3 = 1 
2x1 + x2 + 3x3 = 2 
3x1 + 2x2 + x3 = 3 

Kãút quaí tênh toaïn ghi trong baíng dæåïi: 
 
doìng  x1 x2 x3 f ∑ 

Bæåïc thuáûn 
1  1 2 3 1 7 
2  2 1 3 2 8 
3  3 2 1 3 9 
4 x d1 våïi -2 räöi + våïi d2 0 -3 -3 0 -6 
5 x d1 våïi -3 räöi + våïi d3 0 -4 -8 0 -12 
6 Chia d4 cho -3 0 1 1 0 2 
7 x d6 våïi 4 räöi + våïi d5 0 0 -4 0 -4 
8 Chia d7 cho -4 0 0 1 0  

Bæåïc nghëch 
9  0 0 1 0 1 
10  0 1 0 0 1 
11  1 0 0 1 2 

 
Khäúi læåüng tênh toaïn cuía phæång phaïp Gauss (kãø caí caïc pheïp tênh kiãøm tra ∑) : 
ÅÍ bæåïc thuáûn, säú pheïp tênh nhán, chia laì: 
n(n+1)+(n-1)n+..+1.2 = (12+22+..+n2)+(1+2+..+n) = 

3
)2)(1( ++ nnn  



ÅÍ bæåïc ngæåüc säú pheïp tênh nhán, chia laì n(n-1). Váûy säú pheïp tênh nhán, chia cuía 
phæång phaïp Gauss laì : )16(

3
2 −+= nnnN  

 Phæång phaïp naìy coï æu âiãøm laì âån giaín dãù láûp trçnh nhæng thuáût toaïn seî 
khäng thæûc hiãûn âæåüc nãúu pháön tæí dáùn . Nãúu pháön tæí dáùn  cuîng 
coï thãø cho kãút quaí khäng chênh xaïc. 

0)1( =−k
kka 0)1( ≈−k

kka

Ta coï thãø láûp âæåüc så âäö khäúi cuía phæång phaïp bàòng caïch duìng chæång trçnh 
con âãø thæûc hiãûn bæåïc ngæåüc. Chæång trçnh con giaíi bæåïc ngæåüc : 
 

ann≠ 0

xn = bn/ann

i=n-1,n-2,..,1

S = bi

j = i+1,..,n

S = S -aijxj

aii≠ 0

xi = S/aii

end
IER = 1 

S

Â

Â

S

IER = 0

Nháûp n,{bi}, [aij]; (1≤ i≤ j ≤ n)

Procedure Nguoc 
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Dæåïi âáy laì så âäö khäúi cuía chæång trçnh giaíi hãû bàòng phæång phaïp Gauss 
coï chæïa thuí tuûc ngæåüc. 

 
 

S

Â

akk ≠ 0

Pi = aik / akk

aij = aij-Piakj

k =1,2,..,n

i = k+1,..,n 

i = k+1,..,n

bi = bi -Pibk

Procedure nguoc

Xuáút kãút quaí (xi)

END

IER = 1 

IER = 0

Nháûp n, [aij] ,{bi}; (i,j =1.. n)

GAUSS
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3.2.3. Tênh âënh thæïc 
 Xeït phæång trçnh Ax = 0. Duìng phæång phaïp Gauss ta âæa hãû xuáút phaït vãö 
daûng Bx = 0. Ma tráûn B nháûn âæåüc tæì A bàòng caïh chia mäüt doìng cho caïc pháön tæí 
dáùn  vaì thãm båït caïc täø håüp tuyãún tênh caïc doìng chæïa pháön tæí dáùn. Do âoï : )1( −k

kka

     BaaaA n
nn det...det )1()0(

22
)0(

11
−=

Trong âoï: 

   suy ra detB = 1. 
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Nhæ váûy : 
       (3-12) )1()0(

22
)0(

11 ...det −= n
nnaaaA

3.2.4. Tçm ma tráûn nghëch âaío 
Cho A laì ma tráûn khäng suy biãún. Ta cáön tçm ma tráûn nghëch âaío . n

jiëxA 1,
1 )( =

− =

Do A A-1 = E nãn : 

  ),1,(
1

njixa
n

k
ëkjik ==∑

=

δ     (3-13) 

Nhæ váûy âãø tçm ma tráûn nghëch âaío A-1, ta phaíi giaíi n hãû phæång trçnh âaûi säú 
tuyãún tênh våïi cuìng mäüt ma tráûn A. Ta coï thãø duìng chung mäüt så âäö Gauss. 
 
3.3 PHÆÅNG PHAÏP LÀÛP ÂÅN 
3.3.1. Mä taí phæång phaïp 
  Phæång phaïp Gauss thuäüc loaûi phæång phaïp âuïng, tæïc laì nãúu khäng coï sai 
säú tênh toaïn thç ta seî coï nghiãûm âuïng cuía hãû. Ngoaìi ra coìn mäüt säú phæång phaïp 
khaïc, dæåïi âáy ta xeït phæång phaïp làûp âån mäüt cacïh så læåüc. 
 Xeït hãû (3-1) âaî viãút dæåïi daûng vectå (3-4) : Ax = f Ta chuyãøn hãû naìy vãö 
daûng tæång âæång coï daûng 
   x = Bx + g     (3. 14) 
 Trong âoï ma tráûn B suy tæì A coìn vectå g suy tæì f bàòng mäüt caïch naìo âoï, 
giaí sæí : 
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Sau âoï ta xáy dæûng cäng thæïc tênh làûp : 
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        (3-15) gBxx mm += − )1()(

  x(0) choün træåïc      (3-16) 
Trong âoï  
        (3-17) ∑

=

=
n

j
jëi xbBx

1
)(

Phæång phaïp tênh x(m) theo (3-15), (3-16) goüi laì phæång phaïp làûp âån. Ma tráûn 
B goüi laì ma tráûn làûp. 
3.3.2 Âiãöu kiãûn häüi tuû 
 Âënh nghéa1 : Giaí sæí α = (α1 , α2, .. ., αn)T laì nghiãûm cuía hãû (3-14). Nãúu  

i
m

ix α→)(  khi m → ∞, i = 1,2,.., n thç ta noïi phæång phaïp làûp (3-15), (3-16) häüi 
tuû. 
 Âënh nghéa 2 : Cho vectå Z = (Z1, Z2, .. , Zn)T thç mäùi âaûi læåüng sau: 

  
{ }
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+++=
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Goüi laì âäü daìi måí räüng cuía vectå Z hay coìn goüi laì chuáøn cuía Z. 
Chuïng coï caïc tênh cháút sau âáy : 

Våïi p = 0 hay 1 hay 2 ta âãöu coï : 
1) =⇔=≥ ZZz

pp
0,0  vectå khäng. 

2) λλλ ,
pp

ZZ =  laì mäüt säú thæûc. 

3) 
ppp

vuvu +≤+  

Hãû quaí : Nãúu phæång phaïp làûp (3-15),(3-16) häüi tuû thç: 
 ∞→→− mkhix

p

m 0)( α      (3-18) 

vaì ngæåüc lai nãúu coï (3-18) thç phæång phaïp làûp (3-15),(3-16) häüi tuû. 
Âäúi våïi ma tráûn B = (bij) giaí sæí ta âàût : 
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Ngæåìi ta chæïng minh âæåüc âënh lyï vãö âiãöu kiãûn häüi tuû cuía phæång phaïp làûp âån: 
Âënh lyï 2: Nãúu r0 <1 hoàûc r1 <1 hoàûc r2<1   (3-19) thç phæång phaïp làûp (3-
15),(3-16) häüi tuû våïi báút kyì xáúp xè âáöu x(0) naìo, âäöng thåìi sai säú coï âaïnh giaï : 
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p
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m xx
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r
x )0()1()(

1
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−
≤− α     (3-20) 
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p
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1
−−

−
≤− α     (3-21) 

 Trong âoï : 
   p = 0 nãúu r0 < 1 
   p = 1 nãúu r1 < 1 
   p = 2 nãúu r2 < 1 
3.3.3 Thê duû 
Giaíi hãû sau bàòng phæång phaïp làûp âån : 
  4x1 + 0,24x2 - 0,08x3 = 8 
  0,09x1 + 3x2 - 0,15x3 = 9 
  0,04x1 - 0,08x2 + 4x3 = 10 
Giaíi: Ta âæa hãû vãö daûng (3-14) sao cho âiãöu kiãûn häüituû (3-19) thoía maîn.Chia 
tuáön tæû tæìng phæång trçnh tæång æïng våïi 4, 3, 4 räöi chuyãøn vãú ta coï hãû måïi : 
  x1 =                 - 0,06 x2 + 0,02 x3 + 2 
  x2 = -0,03 x1                   + 0,05 x3 + 3 
  x3 = -0,01 x1 + 0,02 x2       + 2,5 
Luïc naìy hãû coï daûng x = Bx + g. Âãø kiãøm tra âiãöu kiãû häüi tuû ta tênh : 
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Do âoï r0 = max {0,08; 0,08; 0,03} = 0,08 < 1. Theo âënh lyï 2 phæång phaïp làûp 
âån trãn häüi tuû våïi moüi x(0) choün træåïc. Ta choün x(0) = (0,0,0)T. Kãút quaí tênh toaïn 
cho trong baíng : 

m 0 1 2 3 4 
)(

1
mx  0 2 1,92 1,9094 1,90923 

)(
2
mx  0 3 3,19 3,1944 3,19495 

)(
3
mx  0 5 2,04 2,0446 2,04485 

Âãø âaïnh giaï sai säú ta tênh: 
{ } .3,2,1,max )3()4(

0

)3()4( =−=− ixxxx ii  

  = max{0,00017 ; 0,00055 ; 0,00025} 
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  = 0,00055 
Aïp duûng cäng thæïc (3-21) ta coï : 0022,000055,0.

08,01
08,0

0

)4( =
−

≤− αx  

Váûy ta coï nghiãûm cuía hãû laì : 
  x1 = 1,90923 ± 0,0022 
  x2 = 3,19495± 0,0022 
  x3 = 2,04485± 0,0022 
Hoàûc ta quy troìn thaình : 
  x1 = 1,909 ±  0,003 
  x2 = 3,195 ±  0,003 
  x3 = 2,045 ±  0,003 
3.3.4 Så âäö thuáût toaïn 

1) Cho hãû tuyãún tênh Ax = b. 
2) ÁÚn âënh sai säú cho pheïp ε, våïi ε > 0. 
3) Âæa Ax = b vãö daûng x = Bx + g thoía maîn âiãöu kiãûn häüi tuû 
4) Choün x(0) tuìy yï. 
5) Tênh x(m+1) =Bx(m) +g ; m = 0,1,2,.. cho tåïi khi ε<−+ pxx mm )()1(  thç 

dæìng quaï trçnh tênh.  

6) Kãút quaí   x(m+1) ≈ α  Våïi sai säú εα
p

p

p

m

r

r
x

−
≤−+

1
)1(  

 
BAÌI TÁÛP  

Cáu 1 : Giaíi hãû phæång trçnh sau bàòng phæång phaïp Gauss : 
  7.24x1 + 0.93x2  -  4.65x3 + 1.29x4 + 0.13 = 0 
           -2.61x1 + 3.12x2 +  4.97x3  - 0.78x4 + 1.56 = 0 
  3.18x1 + 0.84x2  + 2.88x3                 + 4.13 = 0 
  0.92x1 + 1.38x2                    - 2.54x4 - 3.69 = 0 
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Cáu 2 : Giaíi hãû phæång trçnh sau bàòng phæång phaïp làûp : 
   4 x1 +  0.24 x2 - 0.08 x3 + 0.16 x4 -  8 = 0 
           0.09 x1  +       3 x2 - 0.15 x3 -  0.12 x4 -  9 = 0  
                0.04 x1  -  0.08 x2 +     4 x3 + 0.06 x4 - 20 = 0 
                0.02 x1  +  0.06 x2 + 0.04 x3 -  10 x4 +   1 = 0  
  

Sai säú khäng væåüt quaï 10-3. 



Cáu 3 : Duìng phæång phaïp gaoxå giaíi hãû : 
  3,2 x1  -  1,5 x2 + 0,5 x3  = 0,90 
       1,6 x1  +  2,5 x2 - 1,0 x3  = 1,55  
       1,0 x1  -  0,2 x2 +  0,1x3  = 0,4 
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Cáu 4 : Duìng phæång phaïp làûp giaíi hãû , tênh làûp ba láön vaì cho biãút sai säú : 
  24,21 x1  +  2,42 x2 + 3,85 x3  = 30,24 
       2,31 x1  +  31,49 x2 + 1,52 x3  = 40,95  
       3,49 x1  +  4,85 x2 +  28,72x3  = 42,81 
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