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CHUONG 1
SAI SO
1.1 SAI SO TUYET POI VA SAT SO TUGNG DOI
1.1.1 Sai s6 tuyét déi

Trong tinh toan gan dung chung ta 1am viéc véi cic gia tri gan dung cia
cac dai lugng . Vi vay van dé trudc tién 1a nghién cuiu sai sé cia cac dai lugng
gan dung.

Xét dai lugng dung A c6 gid tri gan dung 13 a. Lic d6 ta ndi " a xdp xi A"
vaviétla"a~ A" Tri tuyét ddi | a - A| goi 12 sai s6 tuyét déi clia a ( coi la gia
tri gin dung ciia A). N6i chung ching ta khong thé biét dugc sé dung A, nén
khong khong tinh dudc sai s6 tuyét déi clia a. Do vay ta phai tim cach wdc liong
sai s6 d6 bing sé duong A, nao d6 16n hon hoidc bing |a - A| :

la- Al <A, (1-1)

S6 duong A, ndy goi 13 sai sé tuyét d6i gidi han clia a. R6 rang néu A, da 1a
sai s tuyét doi gidi han clia a thi moi s6 A' > A, déu c6 thé xem la sai s tuyét
d6i gidi han cla a. Vi vay tuy diéu kién cu thé ngudi ta chon A, la s6 duong bé
nhdt cé thé duge thda man (1-1).

Néu s6 xdp xi a ctia A ¢ sai s6 gidi han 1a A, thi ta qui udc viét

A=atA, (1-2)
Vi nghia cua (1-1) tic 1a :
a-A,<A<a+tA, (1-3)
1.1.2 Sai s6 tuong ddi
Ty s6 :
5= (1-4)
g

g0i 12 sai s6 tuong ddi gidi han cla a

Tasuyra: A, =1a| 5, (1-5)
Cdc cong thic (1-4) va (1-5) cho ta lién hé gitia sai s6 tuong ddi va sai s6 tuyét
d6i. Biét A, thi (1-4) cho phép tinh &, biét §, thi (1-5) cho phép tinh A, .

Do (1-5) nén (1-2) ciing ¢4 thé viét :

A=a(l 9, (1-6)

Trong thuc té ngudi ta xem A, 13 sai s tuyét déi va lic dé §, cling 1a sai

s6 tuong doi.



1.1.3 Chu thich

Sai s6 tuyét doi khong ndi nén day di chdt liong ctia mot s6 xap xi, chdt
liong 4y dudc phan dnh qua sai sé tuong ddi. LAy thi du : do hai chiéu dai A va
B dugc a = 10m véi A, = 0,05m va b = 2m véi A= 0,05m. Ro rang phép do A
chdt ligng hon phép do B. Diéu d6 khong phan anh qua sai sé tuyét déi vi chung
bing nhau, ma phan anh qua sai s tuong déi :

5, =29 _0005<5, 2% _g025
10 2

1.2 CACH VIET SO XAP Xi
1.2.1. Chit s6 ¢6 nghia

Mot s6 viét & dang thap phan cd thé gdm nhiéu chi sd, nhung ta chi ké
cac chii s6 ti chii s6 khac 0 dau tién tinh tu trai sang phai 13 chii s6 cé nghia.
Chéng han s 2,74 ¢6 ba chii s6 ¢6 nghia, s6 0,0207 cling c¢6 ba chi s6 ¢6 nghia.
1.2.2. Chit sé ddng tin

Moi sé thap phan déu c¢é dang :

a=1) a,10° (1.7)
trong d6 o, 1a nhiing s nguyén tii 0 dén 9, ching han s6 76,809 dugc viét
76,809 =7.10"' +6.10°+ 8.10'+ 0.10% +9.10°

tuc la co dang (1.7) vdi :
o=70,=6,0,=8, a,=0, a;=9

Gia st a 1a gid tri xdp xi cla A vdi sai s6 tuyét ddi gidi han A, ta chi y
chii s6 o, . Néu A, < 0,5.10° thi néi o, 1a chit s6 ddng tin, néu A, > 0,5.10° thi ndi
o, 12 chil s6 dang nghi.

Thi du : Cho a = 56,78932 véi A, = 0,0042 thi cac chii s6 5,6,7,8 13 dang
tin con cac chii s6 9,3,2 1a dang nghi. Con néu A, = 0,0075 thi céc chii s6 5,6,7 1a
dang tin cOn cac chi s6 8,9,3,2 1a dang nghi.

RO rang néu o, 1a dang tin thi cac chif s6 bén trdi nd cling 13 dang tin va
néu o, 1a dang nghi thi cac chii sé bén phai nd cling 1a dang nghi.

1.2.3. Cdch viét s xap xi

Cho s6 a 1a gid tri xdp xi clia A Vdi sai so tuyét ddi gidi han 13 A,. C6 hai
cach viét sé xdp xi a; cach thu nhat 1a viét kem theo sai s6 nhu & cong thiic (1-2)
hodc (1-6). Cach thu hai 13 viét theo qui udc : moi chit s6 cé nghia la ddng tin.
Mot s6 viét theo cach thu hai ¢ nghia 12 nd ¢d sai s6 tuyét d6i gidi han khong
I6n hon mot mia don vi 6 hang cudi cung. Céc bang s6 cho sidn nhu bang
logarit,v.v.. thudng viét cac sé xap xi theo quy udc nay.



1.3. SAI SO QUI TRON
1.3.1 Hién tugng qui tron va sai sé qui tron
Trong tinh toan khi giip mot s6 c¢é qua nhiéu chi s6 dang nghi ngudi ta bd
di mot vai chii s6 & cudi cho gon, viéc 1am d6 dudgc coi 13 qui tron s6. Mbi khi
qui tron mot s thi tao ra mot sai s6 méi goi 1a sai s6 qui tron né bing hiéu gita
s6 da qui tron véi s6 chua qui tron. Tri tuyét ddi cia cia hiéu dé goi 1a sai s6 qui
tron tuyét doi. Qui tic qui tron phai chon sao cho sai s6 qui tron tuyét déi cang
bé cang t6t, ta chon qui tic sau day : Qui tron sao cho sai s6 qui tron tuyét doi
khong Idn hon mot mia don vi 6 hang dioc giii lai cudi cung, tic la 5 don vi &
hang bé di dau tién, cu thé 1a néu chit sé & hang bé di ddu tién > 5 thi thém vao
chit s6 gifi lai cudi cung mot don vi, con néu chit s6 bé di dau tién < 5 thi dé
nguyén chii s6 giit lai cudi ciing.
Thi du : s6 56,78932 qui tron dén sé chii s6 1é thap phan thy ba ( tic 1a git
lai cac chii s6 tii dau dén chii s6 16 thap phan thi ba) sé thanh sé 56,789; cling s
dé qui tron dén sd 1é thap phan thi hai sé 13 56,79 va néu qui tron dén ba chif sé
co nghia thi se 1a 56,8.
1.3.2 Sai s6 ciia s6 da quy tron
Gia sti a 1a s6 xdp xi clia s6 dung A vdi sai s6 tuyét d6i gidi han 1a A,. Ta sé quy
tron a thanh a' vdi sai s6 quy tron tuyét doi 1a 0,, tiic 1a :
|a'-a|<0, (1-98)
Hay tinh sai s6 tuyét déi gidi han A, cla a'. Ta cd:
a-A=a-ata-A
Do vay :
|a'-a| < |a'-a|+t]a-A|<0,+A,
Tt d6 c6 thé 14y:
A=A, +6, (1-9)
RO rang A, > A, tuic 13 viéc quy tron s6 1am ting sai so tuyét d6i gidi han.
1.3.3 Anh huéng ciia sai s6 quy tron
Xét mot thi du sau day:
Ap dung cong thtiic nhi thiic Niuton ta c6 c6ng thiic dung :
(V2 —1)™ = 3363 - 237812 (1-10)
Véi 2 =1,41421356...
Bay gio ta tinh hai vé cda (1-10) bing cach thay +/2 bdi cdc sé quy tron
(xem bang 1-1). Su khac biét gitfa cdc gi tri tinh ra ctia hai vé ching to sai sd
quy tron c¢d thé ¢ nhiing téc dung rat dang ngai trong qua trinh tinh toan.



Bang 1-1

V2 Vé trai Vé phai
1,4 0,0001048576 33,8
1,41 0,00013422659 10,02
1,414 0,000147912 0,508
1,41421 0,00014866399 0,00862
1,414213563 0,00014867678 0,0001472
1.4 CAC QUY TAC TiNH SAI SO
1.4.1 M¢ dau
Xét ham s6 u clia hai bién s x va y :

u = f(x,y) (1-11)

Pa biét sai s6 clia x va y, hay tinh sai s6 ctia u.

0 day luuy A, A, ,A, la ky hi¢u cac gia s6 cla x, y, u lai cling 1a ki hiéu céc sai

s6 tuyét déi cua X, y, u. Theo dinh nghia (1-1) ta ludn cd:
AJSAIA| <A,

Ta phai tim A, dé c¢6 |A | < A,

1.4.2 Saisd ciatongu=x+y

Taco A,=A,+ A, suyra|A|=|A]+]A| do do theo (1-12) ta co:

A S A+ A,
Ta chon Ay = A+ A
DE c6 |A| < A, . Vay c6 quy tic sau:

(1-12)

(1-13)

Sai s6 tuyét déi gidi han ciia mot tong bdng tong cdc sai s6 tuyét doi gidi han
cia cdc s6 hang.
Chu y : Xét trudng hdp u=x - y vdi x va y cing ddu. Khi dé
A, Ac+A,
ul Ix-y]l
Cho nén néu |x - y| rat bé thi sai s6 tuong déi gidi han rat I6n. Do vay trong qua
trinh tinh todn ta phai tim cach tranh phai trii cdc s6 gan bing nhau.

u

1.4.3 Sai s6 ciia tich u = xy
Taco A, ~du=ydx+xdy = yA +xA,
AL < YA+ XA [y]A + [xIA,

Tasuyra: A= [yIA + [X]A
, A, |+ X]A A
Dodo:cSU:A”=|y| +1x] v _Ax By
lu] | xy| Ix| 1yl



Tuclaco A, =6, +6, (1-14)
Vay ta ¢ quy tic :
Sai s6 tiong déi gidi han ciia mot tich bdng tong cdc sai s6 tiong déi gidi
han cila cdc thiia s6 ciia tich. Dic biét co:
5,n=ns, voi n nguyén duong. (1-15)
1.4.4 Sai s6 ciia mot thuong u = x/y, y # 0;
Tuong tu nhu trudng hop tich ta cd quy tic:
Sai s6 tiong ddi ciia mot thiong bdng tong cdc sai s6 tiong ddi cila cdc sé
hang:
Sy =8+, (1-16)
1.4.5 Céng thiic tong quat
Cho u = f(x,,X5,X3,..,X,,)

Ta c6 A, =ZH)I%IAXi (1-17)

Va tu do ta suy ra 9, theo dinh nghia (1.4).
Thi dy : Tinh sai s tuyét déi gi6i han va sai s6 tuong ddi gi6i han cia thé
tich hinh cau:
V=i?
6

néu cho dudng kinh d =3,7 + 0,05 cm va n = 3,14.
Giai : Xem 1 va d 1a d6i s6 clia ham V, theo (1-14) va (1-15) ta cé :
5, = 6.+ 36,
0,=0,0016/3,14 =0,0005
0,=0,05/3,7=0,0135
Suy ra 6, =0,0005 +3x 0,0135 = 0,04

Mit khéc: Vv =%7Zd3:26,5 cm’

Vay ¢6 Ay = 26,5x0,04 = 1,06 ~ 1,1 cm®

V=265+1,1cm’
1.5- SAI SO TINH TOAN VA SAI SO PHUONG PHAP
1.5.1. M§ dau
Khi giai gin dung mdt bai todn phuic tap ta phai thay bai todn da cho bing mot
bai toan don gian hon dé c¢d thé gidi duge bing cac phép toan thong thudng hoic
nhd mdy tinh dién td. Phucng phap thay thé bai todn nhu vay dudc goi la phiiong
phdp gdn diing. Sai s6 do thay doi bai toan dudc goi 1a sai s6 phiiong phdp. Khi



gidi c4c bai todn don gian ta phai thuc hién cdc phép tinh, trong qua trinh tinh
toan 4y ta luén phai quy tron cac két qua trung gian. Sai s tao ra béi viec quy
tron goi 1a sai s6 tinh todn. Sai sé thyc su clia bai todn ban diu 1a tong hgp cia
hai loai sai s6 phucng phdp va sai sd tinh toan.
1.5.2. Thi du
a/ Hay tinh tong:

1 1 1 1 1 1

= 13 23 33 43 + 53 63 !
Gidi : A 1a tong cta 6 phan sd. Ta ¢4 thé tinh truc tiép A ma khong cn phai thay
né bing mét tong don gidn hon. Vi vy bai toan khong c6 sai s phuong phap.
DE tinh A ta hdy thuc hién cac phép chia dén ba chif s6 1& thap phan va danh gia
cac sai s6 quy tron tuong ung:

L1 1000 Vi 6, =0
11

L1 o012 6, =0

2° 8

%:i:o,oy 0, =1.10""
3 27

L1 o016 0,=410"
4 64

1_1 o008 0, =0

5% 125

Lo o1 0, =4.10"
6° 216

Vay A =a=1,000-0,125+ 0,037 - 0,016 + 0,008 - 0,005 = 0,899
|A-a|=

1 1 1 1 1 1
| (1—3 ~1) - (2—3 ~0,125) + (3—3 ~0,037) - (4—3 ~0,016) + (5—3 ~0,008) - (6—3 —0,005)]|

Hay |A - a| <
1 1 1 1 1 1
(5 =0 = (5 = 0125) + (5~ 0,087) = (15~ 0.016) + (5 ~0,008) - (; ~0,005) | <

0+ 6,+ 0,+ 0,+ 0;+ 6, =9.10"
Do d6 a = 0,899 1a gia tri gin dung clia A vdi sai s6 tinh todn 12 9.10%; ta viét
A=0,899 + 9.10" (1-18)
b/ Hay tinh tong day sé sau:
1 1 1 1
:1—3—?4‘3—3—...4'(—1) ln—3+...
Vi sai s6 tuyét déi khong vudt qua 5.107.



Giai: V@ phdi cia B 1a mot chudi dan ddu hdi tu. Do d6 viéc tinh B 1a hop ly.
Nhung vé phai 1a mot tong vo han cac s6 hang, ta khong thé tinh hét dugc. Vi
vay d€ tinh B ta phi st dung phuong phap gan dung, ching han ta chi tinh B
bing tong ctia n sé hang dau:
1 1 1 1

Bn :1—3—2—3+3—3—...+(—1) 1n—3
Bai toan tinh B, don gidn hon bai toan tinh B. Lic d6 [B-B,| 1a sai s6 phuong
phap, van dé 1a phai chon n sao cho tdng sai sé phucng phap cong vdi sai s6 tinh
toan phai nhd hon 5.107°.
Theo ly thuyét vé chudi dan d4u, ta cé:

|B-B, |4 ! T L 3+...|<#3
(n+1) (n+2) (n+1)

Néu ta chon n = 6 thi thay :

|B-B, |<7i3=37i3<3.103

Chu y ring B, = A ta da tinh & thi dy trén (xem (1-18)).
B,=A=0,899+9.10"
Vay ta co:
B-0,899=B-B,+A-0,899
IB-0,899|<|B- By +|A-0,899
IB-0,899/<3.10°+9.10*<4.10*
Vay ta da tinh dudc B = 0,899 vdi sai s6 tuyét ddi khong vudt qua 4.10°:
B=0,899 +4.10°
Chii y :Trong sai s6 tong hdp cudi cung cé phan cta sai sé phuong phap

va ¢6 phan cia sai sb tinh toan, nén ta phai phan bd hop 1y sao cho sai s6 cudi
cung nhd hon sai s6 cho phép.

1.6. SUON PINH CUA MOT QUA TRINH TINH

Xét mot qua trinh tinh vo han dé tinh mot dai lugng nao dd. Ta néi qua trinh tinh
14 6n dinh néu sai s6 tinh todn tic la cdc sai sé quy tron tich liy lai khong tang
vo han; Néu sai s6 do ting vé han thi ta ndi qud trinh tinh la khong 6n dinh.
Nhu vay néu qud trinh tinh 1a khong 6n dinh thi khong cé hy vong tinh dudc dai
lugng cén tinh vdi sai sé nhd hon sai sé cho phép. D€ kiém tra tinh 6n dinh cta
mot qua trinh tinh thudng ngudi ta gia st sai s chi xy ra tai mot budc, sau dé
cac phép tinh déu lam dung khong cé sai s6, néu cudi cung sai so tinh toan
khoéng ting vo han thi xem nhu qua trinh tinh 1a 6n dinh. Trong thuc té, mic du
qua trinh tinh 13 v han ma ta cling chi 1am mot sé hiiu han budc, nhung van
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phai doi hdi qua trinh tinh 6n dinh mdi hy vong véi mot sé hitu han budc ¢ thé
dat dugc muc do chinh xdc mong mudn.

BAI TAP
1) Khi do mot goc ta dugc cac gia tri sau :
a=21°37'3"; b=1°10"

Hay tinh sai s6 tuong d6i cla cac s xap xi do biét ring sai sé tuyét d6i
trong cac phép do la 1°.
2) Choa=10,00+ 0,05, b=0,0356 £0.0002, ¢ = 15300 + 100,
d = 62000 + 500 Tim sai s6 tuyét ddiciaS,=a+b+c+d;S,=a+ 5c-d.
S3 =¢*
3) Hay xdc dinh c4c chii s6 déng tin clia s6 a biét sai s tuong d6i clia ng :
* a=1,8921 d6a=10,001
* a=22,351 da=0,1
4) Hay xac dinh céac chii sé dang tin cta so a biét sai so tuyét ddi ctia né :
*a=0,3941 Aa=0,0025
*a=38,2543 Aa=0,0027
5) Hay quy tron cac sd dung dudi day véi ba chii sé c6 nghia déng tin rdi xdc
dinh sai s6 tuyét d6i va sai so tuong ddi cia ching
*2,1514 *0,16152
*0,01204 *-0,0015281



‘ CHUONG 2
TINH GAN PUNG NGHIEM THUC CUA MOT PHUONG TRINH
2.1. NGHIEM VA KHOANG PHAN LY NGHIEM
2.1.1 Nghiém thuc ciia phuong trinh mét 4n
Xét phuong trinh mot an
f(x) =0 -1
trong d6 f1a ham sé cho trudc cia déi sé x.
Nghiém thuc cta phuong trinh (2-1) 1a s6 thuc o théa man (2-1) tc 1a khi
thay x bdi o § vé trai ta dugc:

fla)=0 (2-2)
2.1.2 Y nghia hinh hoc ciia nghiém N
Ta vé db thi cia ham s6 y = f(x) (2-3) y
trong mot hé toa do vuong goc Oxy /

(hinh 2.1). Gid sti d6 thi cdt truc hoanh
tai mot diém M thi diém M nay cd tung

do y = 0 va hoanh d¢ x = a.. Thay chung M X
vao (2-3) ta dugc N >
0=fla) (2-4)

Vay hoanh do o cla gia diém M chinh la ‘
R . ) Hinh 2.1
mot nghiém cua (2-1).
Trudc khi v& db thi ta cling ¢d thé thay thé phuong trinh (2-1) bing phuong trinh
tuong duong g(x) = h(x) (2-5) roi
vé db thi ctia hai ham s (hinh 2-2) yA
y = 8(x) M
y =h(x) (2-6)
Gia st hai do thi Ay cit nhau tai M
Co hoanh d6 x = a thi ta co:
g(a) = h(a) (2-7)
Vay hoanh do o cla giao diém M
ctia hai db thi (2-6) chinh 1& mot nghiém o
cda (2-5) tic 1a cda (2-1).

Hinh 2-2

2.1.3. Su' ton tai nghiém thuc ciia phuong trinh (2.1)
Trudc khi tim cdch tinh gin dung nghiém thuc cla phuong trinh (2.1) ta
phai xét xem phuong trinh cé nghiém hay khéng. C6 nhiéu cach dé biét nghiém
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c6 ton tai hay khong, ching han nhu vé dé thi, khao sat ham.. Ta cling c6 thé st
dung dinh ly sau day:

Dinh Iy 1: Néu c6 hai s6 thuc a va b (a<b) sao cho f(a) va f(b) trai ddu tiic
la: f(a).fib) <0 (2-8); doéng thdi f(x) lién tuc trén [a,b] thi & trong khoang
[a,b] ¢6 it nhat mot nghiém thuc clia phuong trinh (2-1).

Diéu nay c6 thé minh hoa trén dd thi (hinh 2-3).

Db thi clia y = f(x) tai a < x < b 1a mot dudng lién ndi hai diénm A va B, A §
phia dudi B & phia trén truc hoanh nén phai cit truc hoanh it nhat mét diém &
trong khoang tui a dén b. Vay phuong trinh (2-1) c6 it nhat mot nghiém & trong
khoang [a,b].

X a

b

Hinh 2-3
Hinh 2-4

2-1-4. Khoang phén ly nghiém (Khodng tach nghiém)

Dinh nghia: Khoang [a,b] nao do goi 1a khoang phan ly nghiém cua
phuong trinh (2-1) néu nd chiia mot va chi mot nghiém clia phuong trinh do.
Dé tim khoadng phén ly nghiém ta c6 thé dung cac dinh ly sau.

Pinh Iy 2: Néu [a,b] 1a mot khodng trong dé ham sé f(x) lién tuc va don
diéu, dong thdi f(a) va f(b) trai ddu, tic 1a c6 (2-8) thi [a,b] 1a mot khoang phan
ly nghiém ctia phuong trinh (2-1). Diéu nay c6 thé minh hoa trén dé thi (H. 2-4).
D6 thi clia ham sé y = f(x) cit truc hoanh tai mot va chf mot diém & trong [a,b].
Vay [a,b] chiia mot va chi mot nghiém cua cia phuong trinh (2-1).

Néu f(x) c6 dao ham thi diéu kién don diéu c6 thé thay bing diéu kién
khong déi ddu cta dao ham vi dao ham khong déi ddu thi ham sé don diéu.

Pinh Iy 3: Néu [a,b] 1a mot khodng trong dé ham f(x) lién tuc, dao ham
fi(x) khong d6i ddu va f(a), f(b) trai diu thi [a,b] la mot khodng phan ly nghiém
cua phuong trinh (2-1).

Muén tim cic khodng phan ly nghiém ngudi ta thudng khao sat sy bién
thién cda ham s6 réi ap dung dinh ly 3.

11



2-1-5. Thi du
Cho phuong trinh:
fx)=x-x-1=0 (2-9)
Hay chiing t phuong trinh trén cé nghiém thuc va tim khoang phan ly nghiém.
Giai: Trudc hét ta xét sy bién thién cta ham sé f(x), né xac dinh va lién
tuc tai moi x, dong thdi: f(x) =3x*>-1=0tai x =+ 1/3*
Ta suy ra bang bién thién :

X -00 -1/3* +1/3% +00
f(x) + 0 - 0 +
f(x) M +00
-0 / \ m /
Trong do M = f(%):—%+%—1<0

Vay db thi cdt truc hoanh tai mot diém duy nhat (Hinh 2-5) do d6 phuong trinh
(2-9) c6 mot nghiém thuc duy nhét, ky hiéu né 1a a.. Ta tinh thém:
f(1)=1"-1-1<0 vaf(2)=2-2-1>0
Vay khoang [1,2] chuia nghiém thuc duy nhat ctia phuong trinh (2-9).
Nhu vay phuong trinh (2-9) ¢ mot nghiém thuc duy nhét o ndm trong khodng
phan ly nghiém [1,2].

2-2 PHUGNG PHAP CHIA DOI

2-2-1. Noi dung phuong phap

Xét phucng trinh (2-1) vdi gia thiét nd ¢ nghiém thuc o phan ly 6 trong khoang
[a,b].Ta tim cach thu nhé dan khodng phan ly nghiém bing cdch chia doi lién
tiép cac khodng phan ly nghiém da tim ra. Trudc hét ta chia déi [a,b] diém chia
la ¢ = (a+b)/2. RO rang khoang phan ly nghiém mdi sé 1a [a,c] hay [c,b]. Ta tinh

12




f(c), néu f(c) = 0 thi ¢ chinh 13 nghiém ding a. Néu f(c) # 0, Iic d6 ta so sanh
d4u cta f(c) véi ddu clia f(a) d€ chon khoang phan ly nghiém mdi:

Néu f(c) trai ddu vdi f(a) thi khoang phan ly nghiém mdi 1a [a,c].

Néu f(c) cung ddu vdi f(a) thi khoang phan ly nghiém mdi 1a [c,b].
Lic nay ta cé khodng phan ly nghiém mdi chi nhd bing nda khoang phan ly
nghiém ban dau, va ky hiéu 1 [a,,b,]. Ta lai tiép tuc nhu vay cho khodng phan ly
nghiém mdi [a,,b,] cho dén lan thu n ta dugc khoang phan ly [ab.] nd nim
trong [a,b] va chi dai biang 1/2" ctia [a,b]. Theo dinh nghia ta cd:

a,<a<b, ;bn—an=¥.
Viy ¢6 thé 14y a, lam gia tri gan dung cla o, lic d6 sai s6 la:
la—a |sbn—an=b2_na (2-10)
cling c6 thé 14y b, lam nghiém gin ding cta a, lic d sai s6 1a :
la—b, |§bn—an:b2_na (2-11)

Do d6 vé6i n di 16n a, hay b, déu dii gan véi a.. Khi n—oo thi a,—a, b,—o nén ta
noi phuong phap chia déi hdi tu.
Chii y: Trong qué trinh chia déi lién tiép, c6 thé gip diém chia ma tai d6 f bing
khong. Khi d6 ta c6 diém chia chinh 13 nghiém ding clia f(x) .
2.2.2 Thi du

Xét phuong trinh (2-9), ta da chiing t6 nd ¢6 khoang phan ly nghiém [1, 2]
vacé f(1) <0, f(2) > 0. Ta chia doi khoang [1,2] diém chia l1a 3/2.

2

f@:@ —g—1>0 trai ddu véi f(1) vay a e [1,3/2].
Ta chia d6i khoang [1, 3/2], diém chia 1a 5/4 ta c6 f(5/4) < 0 cung d4u vdi f(1),
vay a € [5/4, 3/2].
Ta chia doi khoang [5/4, 3/2], diém chia 1a 11/8. Ta ¢ f(11/8) > 0 trai ddu vdi
f(5/4), vay a € [5/4, 11/8].
Ta chia doi khoang [5/4, 11/8], di€m chia 1a 21/16. Ta ¢6 f(21/16) < 0 cung d4u
v6i f(5/4), vay o € [21/16, 11/8].
Ta chia d6i khoang [21/16, 11/8], diém chia 1a 43/32. Ta ¢ f(43/32) > 0 trai
dau véi f(21/16), vay a € [21/16, 43/32].
Ta diing qua trinh chia doi tai day va ldy 21/16 = 1,3125 hay 43/32 = 1,34375
lam gid tri gin dung cla o thi sai s6 khong vugt qua 1/2° = 1/32 = 0,03125. Nhu
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vy ta da chia doi 5 1an khoang [1, 2] 1a 2-1=1. Néu yéu ciu sai s6 bé hon thi ta
phai tiép tyc chia doi.

2.2.3. S¢ d6 tom tit phuong phap chia doi

1) Cho phuong trinh f(x) = 0.

2) An dinh sai s6 cho phép .

3) Xac dinh khoang phan ly nghiém [a, b].

4) Lap chuong trinh tinh theo so d6 khdi sau day:

Nhép f(x), a,b, €

v
Tinh ¢ = (a+b)/2; Tinh f(c) |«

[T >

Thay b=c Thay a=c¢

— » Tinhe=b-a <&——

e<eg

vP

Két qua:
a=avdi|ja-al<eg
a=bvVdi|a-bl<e

Chu y: Xem phan phu luc d€ tham khdo chuong trinh tinh gin dung phuong
trinh mot 4n bing phuong phéap chia doi.
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2.3. PHUONG PHAP LAP
2.3.1 M6 ta phuong phap
Xét phuong trinh (2-1) véi gid thiét né cd nghiém thuc o va phan ly trong
khoang [a, b]. Trudc hét ta chuyén phuong trinh (2-1) vé dang tuong ducng:
x=g(x) (2-12)
Sau do ta chon mot s6 x, ndo d6 €[a, b] 1am xap xi dau rdi tinh dan diy s6 x,
theo quy tic:
X, = p(X, ), n=12.. (2-13)
X, cho trudc € [a, b] (2-14)
Qua trinh nay co tinh Idp di 1dp lai nén phuong phap nay co tén la phuong phap
ldp, ham @ goi la ham lap.
2.3.2. Su hoi tu ciia phuong phap Lip
Dinh nghia:Néu diy x, — o khi n — oo thi ta ndi phuong phap lip (2-13), (2-14)
hoi tu.
Khi phucng phap 13p hoi tu thi x, cang gan vdi o néu n cang 16n. Cho nén ta c6
thé xem x, v6i n x4c dinh 1a gia tri gAn ding cla o. Néu phudng phap lip khong
hoi tu thi x, ¢ thé rat xa o. Vi vy chi ¢ phuong phap 1ip hoi tu méi cé gia tri.
Dé kiém tra xem mot phucng phap 1ip ¢é hoi tu hay khong ta dung dinh 1y sau.
Dinh Iy 4: Xét phuong phap lap (2-13), (2-14) gia su :
1) [a, b] l1a khodng phan ly nghiém o cua phuong trinh (2-1) tic 1a cia
phuong trinh (2-12);
2) Moi x, tinh theo (2-13) (2-14) déu < [a, b];
3) Ham ¢(x) c¢6 dao ham thda man:
‘(p'(xj <qg<1 a<x<b Trong dé qla mot hing s6. (2-15)

Thé thi phuong phap ldp (2-13), (2-14) hoi ty :
X, = o khin — o (2-16)
Chuing minh dinh ly :
Trudc hét vi o 1a nghiém cta (2-12) nén ¢é o = @(cr) dem ding thiic nay tru di
(2-13) vé véi vé ta dugc
o= X, = @(a) - p(Xy) (2-17)
Ta sé ap dung cong thiic Lagrangio vao vé phai cia déng thiic trén.
Cong thic Lagrangic dugc phét biéu: Cho ham sé F(x) lién tuc trén [a,b], cé dao
ham trong (a,b) thi tén tai sb ¢ € (a,b), tiic 1a ¢ = a + B(b-a), 0< 6 <1 sao cho:
F(b) - F(a) = F'(c)(b-a) (2-18)
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Ap dung (2-18) taco :
o X, = ¢'(c) (o~ X,) (2-19)

véic=a+0(a-x,,) € (ab).
Theo gia thiét (2-15) ta ¢ |9'(c)| < q <1. Do vay (2-19) cho

o= X, [ = @'(e)] | o - X < q o - X,
Nén co o - X, | <q o - X,
B4t ddng thiic nay ding vdi moi n. Do vay c6

o= X, [ < q fou - X

o - Xy [ S q o X,

o - X, [<qla - X
,|0°7_X1|SCI|0°_X9| ,

Nhan cac bat dang thiic nay vé vdi vé ta dudc :

o0 - X, [ S q7 o Xy (2-20)
Vi o va x, da xéac dinh, g, — 0 khin — o do 0 < q < 1, nén vé phai —» 0 vatacé

lo-x,| > 0khin—
D6 chinh 13 diéu phai ching minh.
2.3.3 Chu thich
Khi ham ¢ da théa man gia thiét 3) clia dinh 1y 4 thi sy thda man gia thiét 2) phu
thudc vao viéc chon x, va né thda man trong diéu kién sau: Gia sti [p'(x)| < q <1
Néu ¢'(x) > 0 ta c6 thé chon x, € [a, b] mot cach bét ky, con néu ¢'(x) < 0 thi
phdi chon xo theo quy tic:

x,—a ki a<a<@ib)

) (2-21)
X, =b  khi (a—;)<a<b

Muén biét a thudc khodng nao ta chi viéc tinh f((a+b)/2) rdi so sanh ddu cta nd
v6i ddu cua f(a).
2.3.4. Panh gia sai s6
Gia st ta tinh theo (2-13) (2-14) n 14n va xem x, 13 gia tri gdn dung cta o. Khi
dé sai s6 | - x| c6 thé danh gid béi cong thiic |o - x,| < q%ot - X |. Ta con ¢6
lo-x|<b-a nén: lo-x,|<q"(b-a) (2-22)
Nhung cong thiic nay thudng cho sai sé qué 16n so vdi thyc té. Ta xét mot cong
thic danh gid sai sé khac nhu sau.
Dinh ly 5 : Xét phuong trinh

F(x)=0 (2-23)
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C6 nghiém X € [c,d] va X 1a mot sé €[c,d] dugc xem 1a gia tri gan dung cta X.
Luc do ta co

X - X|<—— (2-24)

Trong dé m 12 mot sé ducng théa man
IF'(x)] 2m >0, c<x<d (2-25)
Chiing minh : Theo gia thiét ta ¢c6 F(X) =0 nén cé F(X ) =F(X)
Ap dung cong thiic Lagrangic (2-18) vao vé phai dudc F(X ) =F'(C) (X -X)
Trong dé C = X + 6( X -X) € (c,d). Theo gia thiét (2-25) ta c6
F(X)|=[F(C) | X-X|>m|X-X|  tiid6tarit ra két luan(2-24).
Ta ap dung két qua nay dé danh gia sai sé ctia phuong phép lip.
Véi Fx)=x-0¢(x),c=a,d=b
X=a, X =x,

Ta thu dugc la - X, < w (2-26)

Trong dé m 12 mot s duong thda man

0<m <|(x - p(x)), a<x<b
Theo gia thiét (2-15) cta dinh ly 4 ta c6:

(x-oX)|=[1-9'®)|21-|p'x)=21-9>0
Mit khac  @(x,) - X, = @(X,) - ¢(X, 1)
= @'(C)(Xy ~ Xy1)

Trongdo c=x.,+0(x, -x,,) € (ab)
Do do :

|P(Xn) = X = ['()] [(Xy = Xp 1) S qXy ~ Xy
Vay (2-26) tr6 thanh:

q
lor = x| < m|xn — X4 (2-27)

Cong thiic ndy cho phép ta danh gid sai s6 theo nhiing dai lugng viia tinh dudc
X, Va X,.
2.3.5. Thidu
Xét phuong trinh x* - x - 1. Ta da ching minh dudc nd ¢é mot nghiém thuc o
phan ly trong khoang [1,2]. Bay gid ta dung phuong phép lip dé tinh gin ding
nghiém o dé. Mudn thé trudc hét ta tim ham 13p ¢(x) thich hop dé phuong phap
13p hoi ty, tic 1a g(x) phai théa man nhiing gia thiét cia dinh 1y 4.
Phuong trinh ¢d thé dugc viét thanh : x = x> -1 (2-28)
Va dit ¢(x) = x* -1 nhung luc nay ¢'(x) = 3x* > 3 tai moi x € [1,2].
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Néu ham l3p chon nhu vay phuong phap lip sé khong cé hy vong hoi tu. Ta viét
phuong trinh dudi dang khac nhu sau :

xX=x+1
x=x+1)"
Tadit  @(x)=(x+1)" (2-29)
, , - 1 1
Luc do '(x)=(13)x+1) % =[—j nén

0<o@'(x)<1/3taimoix e [1,2]
Luc nay ham 1ip ¢(x) thda man cac diéu kién cia dinh ly 4 va chu thich § cong
thifc (2-21). Ta bét du thuc hién phép lip tai x, bat ky trong [1,2]; chdng han
chon x, = 1. Gia sti ta tinh 13p 5 1an vdi cac két qua nhu sau :
X, =1
x, = 1,25992105; |a-x,/<0,13
X, = 1,312293837; |a - X,| < 0,027
x; = 1,322353819; |a - x5/ < 0,005
x, = 1,324268745; |a. - x,| < 0,00096
Xs = 1,324632625; |o. - x5| < 0,000182
Két qua nay cé qud nhiéu chii s6 dang nghi. Ta quy tron né dén 4 chii s6 1& thap
phan bing cich viét: o - 1,3246 = o - X5+ X5 - 1,3246
o - 1,3246] < |o - x| + x5 - 1,3246)
la - 1,3246| < 0,000182 + 0,00003265
Do do : la - 1,3246| < 0,00025
Vay ta c6 két qua la o =1,3246 + 0,00025.
Chui y : Trong thuc té ngudi ta ding qua trinh tinh khi
(X, - X,.,)| <sai s& cho phép &
2.3.6 Thuét toan cua phuong phap lip
- Cho phuong trinh f(x) =0
- An dinh sai s6 cho phép ¢
- Xac dinh khoang phan ly nghiém [a,b]
- Tim ham ldp hoi tu ¢
- Chon xap xi dau x,
- Tinh X, = ¢@(x,.,) voin=1,23,.. cho téi khi | x, - x| < & thi dung.

q

g ¢ trong d6 q 12 s6 ducdng nhd hon 1

A A ? 7. . AL
Lay két qua o~ x, Vi sai s0  |ar —x,|<

thda man |¢'(x)| < q<1 vdi moi x € (a,b).
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2.4. PHUONG PHAP TIEP TUYEN
2.4.1. M6 ta phuong phap

Muc tiéu cta phuong phap tiép tuyén 1a tim cach thay phuong trinh (2-1),
phi tuyén déi véi x, bing mot phuong trinh gan dung tuyén tinh déi vdi x. Ching
ta dung khai trién Taylo d€ lam diéu dé.

Cong thiic Taylo : Cho ham s F(x) xac dinh va cd dao ham dén cap n+1
tai x, va lan can x,. Thé thi khai trién Taylo bac n cta F(x) tai x, 1a:
(X_Xo)2 (X_Xo)n

F(X)=F(X,) + (X +X,)F'(X,) + : F"(Xy) + ... + F™(x,)+
2 (2-30)
(X B XO) = (n+1) (C)
(n+1)!
c=X,+t0(x-%y); 0<0<1 (2-31)

Cong thiic nay cé gia tri tai cdc gia tri x tai 1an can x,, ¢ 1a mot sd trung gian nim
gita x, va X.
Xét phuong trinh (2-1) véi gid thiét né c¢é nghiém thuc o phan ly trong [a,b]. Gia
st ham f c6 dao ham f'(x) # 0 tai x € [a,b] dao ham cAp hai f'(x) tai x € (a,b). Ta
chon x, € [a,b] rdi viét khai trién Taylo bac nhét cta f tai x,

£ = k) + (X X0) (%) 43 (6= 1) 10

x €[a,b], C=X, +0(x—X,)(a,b)

Nhu vay phuodng trinh (2-1) dudc viét thanh :
1 1 n
) + (=3 06) + (X =3)° £(0) =0

Ta b qua s6 hang cudi cung va dudc phuong trinh:

f(x,) + (x - X,)P(xg) = 0 (2-32)
Ttc 1a ta da thay phuong trinh (2-1) bing phuong trinh bac nhat (2-32). P4 1a
viéc thay thé gan dung. Goi x, 12 nghiém ctia (2-32) ta ¢d ngay :

., T(Xo) _
X, =X, F ) (2-33)

Tt x, ta tinh mot cach tuong tu ra x,, vv... va mot cach tong quat, khi da biét x_
ta tinh x_,, theo cong thuc

f(x,)
=X, ———— 2-34
Xn+1 Xn f .(Xn) ( )
X, chon trudc trén [a,b] (2-35)

va xem x, la gid tri gdn ding cila nghiém a.
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Phuong phdp tinh x, theo phuong phéap tuyén tinh hoa trén goi 13 phucng phap
Niuton hay ciing chinh 1a phuong phdp tiép tuyén.

Chii y 1 : Nhin vao (2-34) , (2-35) ta thiy phuong phap tiép tuyén cling 1a loai
phuong phap l1ap vdi ham lap

() =X ff,((f()) (2-36)
Chii y 2 : V& mit hinh hoc thi f(x,) 1a hé s gdc cua tiép tuyén cia d6 thi ham s
y = 1(x) tai x,. Ta xem trén hinh 2-6. Ay
DPoan dé thi AB cit truc hoanh tai M B

Co hoanh d6 chinh la nghiém dung o. |
Dé tinh gin dung o ta thay mot cach i

gan dung cung AB béi tiép tuyén tai B, a M g
B ¢ hoanh d¢ x,, tiép tuyén nay cit M P p X
truc hoanh tai P, P co hoanh d¢ x, vata A

xem X, 1a gia tri gan dung cda o. Hinh 2-6
Pé tinh x, ta viét phuong trinh tiép tuyén tai B
Véix,=btaco:Y -1(x,) =1(x,) (X-X,)
TaiPtaco X=x,,Y=0nénco:

(%) = T (X)(X; - %) ,
Tu do ta suy ra (2-33). Cho nén phuong phap nay dudc goi la phuong phap tiép
tuyén.
2.4.2. Su hdi tu va sai so
Vén dé & day 1a khi tinh bang phuong phép tiép tuyén thi phai c¢6 x, — a khi n—
o. Diéu nay dugc khing dinh & dinh ly sau.
Dinh Iy 6: Gia su [a,b] 1a khodng phan ly nghiém cda phuong trinh (2-1), f ¢
dao ham f, f' va f lién tuc trén [a,b], f va ' khong d6i ddu trong (a,b). Xap xi
dau x, chon 1a a hay b sao cho f(x,) cting ddu véi f'. Khi d6 x, tinh béi (2-34) (2-
35) hoi tu vé& o khi n— oo, cy thé hon ta ¢d x, don diéu ting ti o néu <0, xn
don diéu giam tSi o néu ff' >0. Khi ding lai 6 n xdc dinh ta dudc x, va coi x,
gan ding véi a.
Vé sai s6 ap dung dinh 1y 5 ta ¢6 :

| £(X,)
_x n 2-37
x| (2-37)
Véi  0<m <|f'(x)], a<x<b (2-38)

Ta khong chiing minh dinh ly 6 nhung ¢ thé hiéu trén cdc hinh 2-7 dudi day.
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2.4.3 Thi du
* Hay tinh cin bac hai ctia mot s6 duong a. Tuic 1a ¢6 phuong trinh x> = a hay ta
c6 thé viét 1a : fx)=x>-a=0 (2-39)

RO rang nghiém duong cua phuong trinh (2-39) phan ly trong khoang [1,a];
Trong khodng dé fi(x) =2x > 0, f' = 2 >0. Vay ta c6 thé ap dung dinh ly 6. Cong

thic (2-34) viét thanh :

X =Lx +2 (2-40)

n+l — A
2 n

Véia=2tacd f(2) =2% -2 > 0 cung ddu vdi f' nén ta chon x, = 2. Ap dung cong
thuc (2-40) co :

x;=1,5
x, = 1,417
x; = 1,41421

Ta biét v/2=1,414213562 nén ta thdy phuong phap tiép tuyén hoi tu rat nhanh.
e Ta lai gidi phuong trinh (2-9), f(x) = x’ - x -1 = 0 ta da tim dugc khoang phan
ly nghiém cua né 1a [1,2]. Trong khoang do
f(x)=3x*-1>0
f'(x)=6x>0
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Vay c6 thé ap dung dinh ly 6. D& chon x, ta tinh f(2) =2° -2 - 1 =5 >0 cung d4u
v6i ' vay chon x, = 2. Ta ¢6 c6ng thuic tinh :
xP-x -1

X, = X
3x2 -1

n+l n
Xo =2

Ta c6 bang két qua tinh todn nhu sau:

n X, Sai s
0 2

1 1,545454545

2 1,359614916

3 1,325801345

4 1,324719049 0,0000024

5 1,324717950 2.107"°

2.4.4.Chi y

Trong thuc té ta diing qu4 trinh tinh khi [xn - xn-1| < sai s cho phép €
2.4.5. Thuit todn giai bing phuong phap tiép tuyén

1. Cho phuong trinh f(x) =0

2. An dinh sai s6 cho phép &

3. Tim khoang phan ly nghiém [a,b] trong do6 f va f" khong doi d4u.
4. Chon x,
S

0 5 Thay x, = x,

b

Tinh e =[x, - X

e . 4 f .
Vi sai sO |o - x| s@ trong do 0 <m < [f(x)], xe(a,b).
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2.5. PHUGNG PHAP DAY CUNG

2.5.1. M6 ta phuong phap

Trong phuong phép tiép tuyén ta da thay cung db thi AB cta ham y = f(x) béi
tiép tuyén vé& tai A hay B. Bay gid ta thay cung AB bédi day cung AB rdi lay
hoanh d¢ x, cla giao diém P cta day cung vdi truc hoanh lam gid tri gin dung
cua nghiém a. (H. 2-8).

Phuong trinh day cung AB dudc viét :

Y-f(@ X-a
f(b)— f(a) b-a ty B
Tai giao diémPcéY=O,x=X1,nén: |
-f(@ x -a i
f(p)—f(a) b-a a p |
Tu do suy ra: ! o p >
g 0=DT@ ) 4 A/
' f(b)-f(a)
Hinh 2-8

Hay:
. _af(b)-bf(a)
Y f(a)- f(b)

Phuong phap tinh x, nhu vay goi la phuong phap day cung. Sau khi tinh dudc x,

(2-42)

ta tim khoang phan ly nghiém mdi xem 13 [a, x,] hay [x,,b] réi lai tiép tuc
phuong phdp diy cung nhu trén cho khoang phan ly nghiém mdi, da thu nhd hon
khoang cli. Cu tiép tuc nhu thé ta dudc cdc gia trj X,, Xs, ....X,, Ngdy cang gan a.
Sai s6 ¢4 thé tinh bing (2-24).

2.5.2. Thi du
Ta lai xét phuong trinh (2-9), khoang phan ly nghiém cia né 1a [1,2]. Ta c6:

a=1; fla)=f(1)=1-1-1=-1<0
b=2 fib)=f(2)=2-2-1=5>0
Theo (2-42) co :
15-2.(-1
l:T_(:l-))Zl,].G?

Tiép tuc ta ¢6 f(1,167) = -0,58 < 0; khoang phan ly nghiém médi 1a [1,167;2]. Ta
tim dudc

. _11675-2(-058) _

, 1,253
5 (-0,58)
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Sai s6 tinh theo (2-24) 1a 0,15. Nhu vay phuong phap day cung hdi tu cham hon
phuong phap tiép tuyén.
2.5.3. S¢ d6 tom tit phuong phap diy cung

1. Cho phuong trinh f(x) = 0.

2. Chon sai s6 cho phép e.

3. Tim khoang phan ly nghiém [a,b].

4. So dd tinh

Nhép f(x), a,b, €
v

_af (b) - bf (a)
L f(b)- f(a) B

[

Thay b=c Thaya=c¢

Tinh x

—» Tinhe=b-a &——

e<g

vP

Két qua:
a=avii|la-al<eg
a=bvVvdilo-b|<e

| ()
m

Sai s6 |o - x1| < trong do 0 <m <|f'(x)|, X € (a,b).
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BAI TAP
Cau 1 : Tim nghiém gan dung ctia phucng trinh sau :
fx)= x*-2x*+3x-5=0
Bing phuiong phap tiép tuyén. Sai sé khong qua 107,
Cau 2 : Tim nghiém gan dung cda phucng trinh sau :
4x - Slnx =5
Bing phuicng phdp ldp. Sai s6 khong qua 107,
Cau 3 : Tim nghiém ducng gan dung cia phucng trinh sau :
f(x)=x-02x*-02x-12=0
Bing phucng phap chia doi, sai s6 khong qua 0.002.
Ciu 4 : Tim nhiing nghiém gan dung ca phuong trinh sau vdi 4 chif s6 dang
tin:
x' - 55X -12x°+76x-79=0
Biét ring nd ¢4 hai nghiém trong 1an can x = 2.
Cau 5: Tim nghiém ndm trong khoang (1,2) cda phudcng trinh:
xX0=x'+x+1
Vi 6 chii s6 dang tin.
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. CHUONG 3 ] ]
TINH GAN PUNG NGHIEM CUA HE PAI SO TUYEN TINH

3.1 MO DAU

3.1.1. Dang tong quat ciia mdt hé dai sé tuyén tinh

Mot hé dai s6 tuyén tinh c6 thé ¢é m phuong trinh n an. Trong pham vi chudng
nay ta chi xét nhiing hé phuong trinh n phuong trinh n 4n khéng suy bién.

a X, +a X, +..+a X = 1‘l

in"'n
a, X, +a,X, +..+a, X = f2

3.1)

a X +a X, +..+a X = fn

trong d6 a; 1 hé s6 clia an x; 6 phuong trinh thi i. Gia sti da biét a; va f; ta phéi
tim céc an X;.

Ma tran
all alZ a1r1
A= a21 a22 a2n (3 2)
a, a, .. a

nl n2 n3

goi 1a ma tran hé s6 cta hé (3.1). Céc véc to:

fl Xl
f X

f=|?2 Xx=| 2 (3.3)
f X

dudc goi la véc to vé phai va vec to 4n cia hé. Ta cling c6 thé viét cac véc to cit
trén thanh cac véc té dong nhu sau :

f=(f, f, .. f)T x=(X, X, .. X)T
Biét ring tich clla ma tran A vdi véc to x viét 1a Ax. Mdi dong ciia ma tran Ax la

mot véc to ¢o toa do thu ila:

(AX), = D a;X,
i1
D6 ciling chinh 1a vé trai cla phuong trinh thi i cta hé (3.1).
Vay hé (3.1) ¢6 thé viét dudi dang sau :
Ax=f (3.4)
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3.1.2. Su' ton tai va duy nhit nghiém ciia hé

Goi dinh thic clia ma tran A 13 dinh thic cla hé, viét 1a A , tic 1a : A = det(A).
Néu A =0 tandima tran A suy bién va hé (3.1) cling 1a hé (3.4) 1a suy bién.
Goi Ai 1a dinh thic suy tii A bing cach thay cot thu i béi cot vé phai. Ta cé dinh
ly Crame nhu sau .

Dinh Iy 1: Néu A # 0 tic 1a néu hé khong suy bién thi hé (3.1) ¢ nghiém duy
nhét cho bdi cong thic:

A
=— i=12,., 3.5
X == [ n (3.5)

3.1.3. Chu thich

Két qua nay rat gon va rat dep vé mit ly thuyét nhung tinh nghiém béng
cong thiic (3.5) tdn rat nhidu cong sic va gidy but. S6 lugng N(n) cac phép tinh
s cdp (+, -, X, : ) can thiét 13 vao ¢d N(n) = (n+1)!n . Chi véi n = 15 thi
N(15)=3.10" . Pay 1a mot s6 rat 16n. Néu tinh sé mat rat nhiéu thdi gian.

3.2. PHUONG PHAP GAUSS
3.2.1 Giai hé phuong trinh dai sd tuyén tinh
1. M6 ta phuong phdp
Day la phuong phap khi dan cac 4n dé dua hé vé mot hé c¢d dang tam giac trén.
Luc dé ta tim dudc x, 6 phuong trinh cudi cung, tf d6 tinh ngudc 1én ta tim dudc
cac an con lai. Nhu vay ta phai thuc hién qua hai budc Thudn va Nguigc nhu sau.
Cho hé (3.1) viét dudi dang vecto :

dax =a,., (i=1n) (3.6)
=1
Bude thudn : Dung phép bién doi tucng duong dua (3.6) vé dang tam gidc trén.
(0) (0) 0) (0) N
Xl + b12 X2 + b13 XS ot bl,n—an—l + bln Xn - bl,n+1
) @ () _ @
X, + b23 X3 Tt b2,n—an—1 + b2n Xq - b2,n+1
(3.7)
Xn—l + brsili) Xn = brgili)ﬂ
X, = bla
Ta ¢0 cac cong thiic tinh toan sau :
(K) _ (kD) _ o (kD) (k1) -
a;’ =a; " —a, by (i, j=k) (3.8)
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(k-1)

bl =— (j>k) (3.9)

Y
a'kk

Phuong phdp Gauss thyc hién duge néu a%™® =0 véi moi k=1n trong dd
101 =ay
Bude nguoc : Tim céc an theo thy ty tii x, ¢én x, tihé (3.7) .
Bay gid ta kiém chiing cac cong thic trén cho mot hé ba phuong trinh ba an.

Hé xuét phat (3.1) c6 dang :

a

a X, +oayX, + agx, = a,
a,X, + a,X, + ayX, = a, (3.10)
X, 8,X, + axpX, = 8,

Gia st a,, # 0. Chia hai vé cia phuong trinh dau cta hé (3.10) cho a,, (ta goi
phén t a;, 1a phan ti dan), dudc:

x, + bDx, + bOx, = b (3.11)

trong do bl(;” _ % (j>1)

q;
Nhu vay cong thiic (3.9) véi k = 1 dugc ching minh. Tiép theo ta dung (3.11) dé
khi x, trong cic phuong trinh thi hai va thi ba cta hé (3.10) bing cach lay
phuong trinh (3.11) nhan vdi a;, (i = 2,3) 16i tri di phuong trinh thi i tuong tng.
Taco:

{aélz) X, + ag's) Xy = agl) (3.10")
1 1 1 :
aéz) X, + aés) Xy = a§4)
Trong d6 af’ =a, —a,b?  (i,j>2). Ta c6 cong thiic (3.8) véi k = 1.
Chia hai vé clia phuong trinh dau ctia (3.10") cho phan td din a?, ta dugc:
X, + bz(? Xy = bz(? (3.11")
&
7. () _ 2 .
VOi b, _a_(lj’ (j>2).

22
Bay gid ta chi con khii x, trong phuong trinh cudi cung cta (3.10") ta dudc :
alx, =a? (3.10")

33 73
Trong d6 al” =al” —-a®bl (i, j>3).
\ ‘ 8 e
Tu (3.10") ta tim dudc x, =—5-=b.
33
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Luc nay ta co hé tuong duong dang tam giac ngudgc la:

(0) (0) _ 0)

X1 + b12 Xz + b13 X3 - b14
(8] _ (8]

X2 + b23 X3 - b24
_ (2)

Xs - b34

Dén day budc thuan két thuc.

Budc ngudc la viéc tinh cac nghiém theo trinh tu ngudc:
X3 = befj)
X, = bgl) - bé? X3
X, = bl(é(l)) - bl(s) X3~ bl(g) X,

3.2.2 Thi du

Giai hé phuong trinh :

X, +2x,+3x;=1
2x,+x, +3x;=2
3, +2x, +x;=3

Két qua tinh toan ghi trong bang dudi:

dong X, X, X, f 2
Budc thuin
1 1 2 3 1 7
2 2 1 3 2 8
3 3 2 1 3 9
4 |xdl véi-2 rdi + véi d2 0 -3 -3 0 -6
5 |xdl véi-3 réi + vdi d3 0 -4 -8 0 -12
6 |Chia d4 cho -3 0 1 1 0 2
7 |xd6 véi 4 rdi + véi d5 0 0 4 0 -4
8 |Chia d7 cho -4 0 0 1 0
Bucc nghich
9 0 0 1 0 1
10 0 1 0 0 1
11 1 0 0 1 2

Khéi lugng tinh toan cta phucng phap Gauss (ké ca cac phép tinh kiém tra ) :

O budc thuan, s phép tinh nhan, chia la:

nm+)+m-Dn+..+1.2 = (IP+2°+. . +n’)+(1+2+..+n) = n(n+1(n+2)

3
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O budc ngudc s6 phép tinh nhén, chia 1a n(n-1). Vay sb phép tinh nhén, chia cla
phuong phap Gauss la : N =%(n2 +6n-1)

Phuong phéap nay ¢ uu diém la don gian d& 14p trinh nhung thuét todn sé
khong thuc hién duge néu phén td ddn a’® =0. Néu phan ti din a%™® ~0 cling
c6 thé cho két qua khong chinh x4c.

Ta ¢ thé 1ap dugc so dd khéi clia phucng phap bing cach dung chuong trinh
con d€ thyc hién budc nguge. Chuong trinh con gidi budc ngudc :

[ Procedure Nguoc ]
v

/ Nhap n,{b}, [a,]; (1< i< < n) /

]
IER=0

a #0

nn

y D

x,=b./a,,

i=n-1,n-2,..,1 >

b.

|5}
Il

94_

—P S =S -a;x;

L]

P Xi = S/aﬁ

IER=1

.64_
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Dudi day 1a so do khdi clia chuong trinh giai hé bang phuong phap Gauss

¢ chua thu tuc nguge.
C GAUSS )

Y
/ Nhﬁp n, [aij] a{b1}a (LJ =1. l’l) /
'

IER=0

v

k=1,2,..,n >

v

1=k+I1,..n >

a,#=0
b
P,=a, /ay
v
/ i=k+1,..n >
{
——p a; = a; Py
v

— ¥ b, = b, -Pb,

'

Procedure nguoc

! IER = 1

Xuit két qua (x,)

END
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3.2.3. Tinh dinh thic
Xét phuiong trinh Ax = 0. Dung phuong phap Gauss ta dua hé xuét phat vé
dang Bx = 0. Ma tran B nhan dudc tii A bing cih chia mot dong cho cédc phan tii

(k-1)
kk

va thém bdt céc t6 hgp tuyén tinh cac dong chia phan tii din. Do d6 :
detA=aPal)..al"? detB

dan a

Trong do:
1 b .. bl
B= 0 1 ..by suy ra detB = 1.
0 O 1
Nhu vay :
detA=aPal). . al" (3-12)

3.2.4. Tim ma tran nghich dao

n

Cho A 13 ma tran khong suy bién. Ta can tim ma tran nghich ddo A~ = (%) 4

DoAA'=Enén:
Zn:aikxkj =3, (i, j=1n) (3-13)
k=1

Nhu viy dé tim ma trin nghich ddo A-1, ta phai gidi n hé phuong trinh dai sé
tuyén tinh vdi cing mot ma trin A. Ta c6 thé dung chung mot s6 dé Gauss.

3.3 PHUONG PHAP LAP DON
3.3.1. M6 ta phuong phap

Phucng phap Gauss thudc loai phuong phdp diing, tic 1a néu khong cé sai
sO tinh todn thi ta sé c6 nghiém ding cta hé. Ngoai ra con mot sé phuong phap
khac, dudi day ta xét phuong phdp ldp don mot cach so lugc.

Xét hé (3-1) da viét dudi dang vects (3-4) : Ax =f Ta chuyén hé nay vé
dang tuong duong co dang

x=Bx+g (3.14)

Trong dé ma tran B suy tii A con vectd g suy tu f bdng mot cdch nao dd,

gid su :

Sau do ta xay dung cong thiic tinh 1ap :
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x™ =Bx™ 4+ g (3-15)

x chon tridc (3-16)
Trong do
(Bx), :Zn:b_exj (3-17)
-1

Phuong phap tinh x(m) theo (3-15), (3-16) goi la phuong phap ldp don. Ma tran
B goi la ma tran lap.
3.3.2 Piéu kién hdi tu

Dinh nghial : Gid sit o = (a;, a,, .. ., )" la nghiém ciia hé (3-14). Néu
x™ —>a. khim — oo, i = 1,2,.., n thi ta noi phuong phap ldp (3-15), (3-16) hgi

tu.
Dinh nghia 2 : Cho vecto Z = (Z,, Z,, .., Z,)" thi méi dai liong sau:
2], =maxiz,|| Vi
2], =[z,|+

Iz, =2 +2; +..+2}
Goi la dé dai md rong ciia vecto Z hay con goi la chudn ciia Z.
Chung c6 céc tinh chét sau day :
Véip=0hay 1 hay 2 ta déu c6 :
) |2, >0,|z|, =0« Z = vecto khong.
2) |az|, =|2jz] .2 1a mot s thujc.
3) fu+ v, <lul, +I,
H¢ qua : Néu phuong phép ldp (3-15),(3-16) hoi tu thi:
| 0 ki m (3-18)

va ngudc lai néu c6 (3-18) thi phucng phdp ldp (3-15),(3-16) hdi tu.
Ddi vdi ma tran B = (b, i) gla su ta dit :

x(m _

r,=m

2

b

N N
EZZIU
1=1 j=1
Nguéi ta chiing minh dugc dinh 1y vé diéu kién hoi tu ciia phuong phéap lip don:
Pinh ly 2: Néur, <1 hodc r, <l hodcr,<1  (3-19) thi phuong phép lip (3-
15),(3-16) hoi tu vdi bat ky xap xi dau x” nao, dong thdi sai s6 cé danh gia :
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m

.
x (™ —aH <P Hx(l’ - x©@ H (3-20)
P 1—r p

r

m p m m-1
[x ’—aHpsq‘x”—x‘ . (3-21)
Trong do :
p=0néur,<1
p=1lnéur, <1
p=2néur, <l
3.3.3 Thi du

Giai hé sau bang phuong phap lidp don :

4x, +0,24x, - 0,08x; =8

0,09x, +3x, - 0,15x; =9

0,04x, - 0,08x, +4x; =10
Giai: Ta dua hé vé dang (3-14) sao cho diéu kién hoitu (3-19) théa man.Chia
tun tu tting phuong trinh tuong tng vdi 4, 3, 4 rdi chuyén vé ta c¢6 hé mdi :

X, = - 0,06 x, +0,02 x; +2
x, =-0,03 x, + 0,05 x; +3
x; =-0,01 x, +0,02 x, +2,5
Luc nay hé c¢6 dang x = Bx + g. D€ kiém tra diéu kié hoi tu ta tinh :

b,;|=0+0,06+0,02=0,08

b, =0,08+0+0,05=0,08

Mo 10 1M

1]
UN

b,,|=0,01+0,02+0=0,03

J
Do do r0 = max {0,08; 0,08; 0,03} = 0,08 < 1. Theo dinh ly 2 phucong phap lap
don trén hoi tu véi moi x© chon trude. Ta chon x© = (0,0,0)". Két qua tinh toan
cho trong bang :

m 0 1 2 3 4

X" 0 2 1,92 1,9094 1,90923
X;" 0 3 3,19 |3,1944 3,19495
X;" 0 5 2,04 | 2,0446 2,04485

Dé danh gid sai s6 ta tinh:
Hx“" —x® HO = maxﬂxi(‘” -~ xf”‘},i =12,3.
=max{0,00017 ; 0,00055 ; 0,00025}
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=0,00055

Ap dung cong thuc (3-21) taco : HX(4) _ aHo . 008

1-0,08

.0,00055 =0,0022

Vay ta co nghiém cuia hé 1a :
x; = 1,90923 + 0,0022
X, = 3,19495+ 0,0022
X; = 2,04485+ 0,0022
Hoac ta quy tron thanh :
x, = 1,909 £ 0,003
X, = 3,195 £ 0,003
x;=2,045 £ 0,003
3.3.4 So @6 thuit todan
1) Cho hé tuyén tinh Ax =b.
2) An dinh sai s6 cho phép &, vdi & > 0.
3) Pua Ax = b vé dang x = Bx + g théa man diéu kién hoi tu
4) Chon x tuy y.
5) Tinh x™ =Bx™ +g ; m = 0,1,2,.. cho tdi khi ‘

dung qua trinh tinh.

x (M x (™ H p<e thi

r
p

1-r
p

6) Két qua xm™D % g Vi sai s6 [x™

—aH <
p

&

BAI TAP
Cau 1 : Gidi hé phuong trinh sau bdng phuong phap Gauss :
7.24x, +0.93x, - 4.65x;+1.29x,+0.13=0
-2.61x, +3.12x, + 4.97x, - 0.78x, + 1.56 =0
3.18x, + 0.84x, +2.88x, +4.13=0
0.92x, + 1.38x, -2.54x,-3.69=0

Ciu 2 : Giai hé phuong trinh sau bang phucng phdp l3p :
4%+ 024%-0.08% +0.16x,- 8=0
0.09x, + 3x,-0.15x%x;- 0.12x,- 9=0
0.04%, - 0.08% + 4x;+0.06x,-20=0
0.02 %, + 0.06%,+0.04%,- 10x,+ 1=0

Sai s6 khong vuot qua 107
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Ciau 3 : Dung phuong phap gaoxo gidi hé :
32x, - 1,5x,+0,5%x; =0,90
1,6 x, + 2,5x,-1,0x; =1,55
1,0% - 02%+ 0,1x, =0,4

Ciu 4 : Dung phuong phap lip giai hé , tinh 13p ba 1an va cho biét sai s6 :

2421 x, + 2,42 x, +3,85 x; = 30,24
2,31 x, + 31,49 x, + 1,52 x, = 40,95
3,49 x, + 4,85 x, + 28,72x; = 42,81
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